
problema: dada una ecuación algebraica de una incógnita de
terminar si es ó no irreducible; y, dado que no lo sea, descom-ponerla en factores irreducibles.

Luego volveremos sobre esta cuestión previa.
2." Suponiendo que la ecuación del problema sea irredu-cible, atenderemos al exponente m de su grado: si es de laforma 2'\ podrá tal vez ser el problema de los que se resuel-

ven con rectas y circunferencias; pero, si no lo es puede
desde luego afirmarse que no es susceptible de tal resoluciónEste es un punto importantísimo, porque en varios casos lasimple inspección del exponente m nos per otile negar la posi-
bilidad de una solución en el sentido que se pretende.

3.° Supongamos ya que la ecuación

\u25a0f-1 s»_a
Xn-|-Pxn +Qx„ + . +S=0 (4)

1 'íisea irreducible y que su exponente afecte la forma 2n.
En este caso es preciso obtener la ecuación final del si-

guiente sistema (4') é identificarla con la (4), puesto que ambas
representan el mismo problema.

Fijémonos, pues, en el sistema fundamental de las ecua-
ciones susceptibles de ser resueltas con la recta y el círculo:

x.4- Ax.+B =

x.+ A.Xs-f-B^O,

Xa+A2X3+B,= 0,

(4')

Xn-2+ A„_3x„_2-{-B„_3= 0,

Xn_t+ An_2Xu_, +Bn_s= 0,

Xn + an-iXn +Bu_,= 0

En teoría, parece á primera vista que
incógnitas intermedias x„x„ x,... x»_„

la eliminación de
podría efecluarse



directamente por los métodos generales de eliminación ;pero

no ha de olvidarse que

en A, B entran p, q, r...
en A„ B, p, q, •*••\u25a0 x<
en A», Bs p, q- •*••• x„xa;

y así sucesivamente: es decir que es preciso poner en evi-

dencia dichas incógnitas auxiliares para efectuar la verdadera
eliminación.

An.,, B»_,, son lineales en de modo que pueden po-

nerse bajo esla forma:

An_l=an_oXn_i-l- a'n_2 !Bn_l=bn_2X,,_i-|-b n_s

siendo los coeficientes an_2, a'„_2, bn_2, b'n_2, como el subín-
dice lo indica, funciones racionales de p, q, r... x„xs... xn_a

Poniendo estos valores en laúllima de las ecuaciones (4'),
tendremos

Xn+ (an_2Xn_1+a'n_2) Xn+bn_2Xn_,-f- b'n_s=0

Pero esta ecuación es de primer grado en xn_,, de suer-
te que obtendremos resolviéndola:

X?i-f- a'n_2Xn4-b'n_i

an_sXn-r bn_s

y sustituyendo este valor en la penúltima de (1'), resultará

/x:*-a^_sXn*-b'n_2y_An_/x;+aVsXn*-b-n_2\+Bn__0
1 an_2Xn-f- bn_s I \ Xn_2Xn-|-Dn_2 /

Esta ecuación es de 4.° grado en xn; según los subíndices,

sólo entran en ella p, q, r... x,. x2... xn_2; y puede ponerse
en evidencia xn_,, dando á an_2, a'n_s, bn_s, bV*, An_2, B„_2

la forma lineal en x„_i;es decir que:



Tendremos, pues, para la ecuación de 4.» grado en x„:

x„+M.xn+M2x^+M3xn*-M4=0,

siendo Mf, M2, M3, M4, funciones racionales de

a„_3, a'»_, ... bn_3, b'„_,... xn_2

Pero todas estas funciones pueden convertirse en funcio-nes lineales de xn_2 por medio de la ecuación

Xn_2-f- An_3x„_24. B„_3=o
Luego tendremos

K+(m^+m;) xi+(m[x,^+m^ k+
(K**-:, *-M'5'jxn+MxB_1+M"= 0;

Jeja0nd0oeStaÚltÍmaeCUaCÍÓn eS '^ e° X-2' resultará> des*

4+K*»+K<-i-K**+K
M.'xa-f-MlxS+MUn-í-M;

c«yo valor, sustituido en

Xn-j-í- An_3Xn_2 -j-B„_3 =0,

dará una ecuación de 8.» grado en xa



Los nuevos coeficientes (M) serán funciones racionales de

k a vR ,:v como todas estas cantidades pue-

den ponerse bajo la forma lineal ans_4xn_3 +b,L4, en la cual

a» v bs son funciones de p, q, r... x„x2... xn_4, estare-

UPÜBP^n el mismo i : la ecuación de 8.° grado

en xn podrá ponerse bajo forma lineal respecto á xü_4; se po-

drá despejar xn_4; sustituirla en

Xn-4+ An_BXn-4+Bn-8 = 0;

y obtener una ecuación del grado 16. Y así sucesivamente,

hasta llegar á las primeras ecuaciones del grupo (4'),

Alobtener la ecuación del grado 2n, sus coeficientes serán

funciones de a, a', a"... b, b'. b"... A, B: cantidades que ya

no llevan subíndice, porque no son funciones de ninguna x;

sino que deben ser funciones racionales (desconocidas aun) de

p, q, r...: es decir, de los dalos.

Sea dicha ecuación
11

xf+f1(a,á'..,b,b'...A,B)x2r,+f2(a,a'...b,b'...A,B)xn *+

+fn (a, a' b.b'... A,B)=0 (S)

Esla ecuación ha de ser idéntica á la (4), que es la del pro-

blema; v tendremos, identificando los coeficientes y recor-

dando que P, Q, B... S son funciones de p, q, r...

f, (a, b
f2 (a, b
fa (a, b

a', b'
a', b'
a', b'

A. B)
A,B)
A, B)

P (p, q, r
Q(p, q, r
R(p, q> r

fn (a. b a', b' . A,B)
l

:S(p,q, r...)i

es decir, los propios del proble
fu il.ila1; muí p, 'i i*************************************************************************************************

ma de que se trata. . .
Y las incógnitas son a, b... a', b'... A,B, que, parala po

sibilidad del problema, deben ser funciones racionales ae |i



Si del sistema (6) pueden deducirse a, b... a', b'.. A B
en función racional de p, q, r... el problema será posible con
la recta y la circunferencia, y fácilmente podrán formárselas
ecuaciones (4), toda vez que conoceremos A, B, A„ B„etcpues conocemos sus elementos.

Y si hay imposibilidad absoluta de expresar dichas cantida-
des a, b... a', b'... A,B, en la forma indicada, imposible será
también resolver el problema por intersecciones de recias y
circunferencias.

Tal es el método de Wantzel; y basla la exposición hecha
para comprender su complicación en los cálculos y desarrollos,
cuando el grado de la ecuación final á que conduce pasa del 8

°
Notemos aún que la resolución del problema general á

que se refiere, supone resuelto este otro :
Dado un sistema de ecuaciones, investigar si pueden resol-

verse por funciones racionales de los datos.
Número de incógnitas. En rigor, el método de Wantzel

conduce á un sistema en que el número de incógnitas es muy
superior al de ecuaciones; pero puede reducirse dicho número
al verdadero, como indicaremos más adelante en un ejemplo.

Eslo no solamente es preciso, sino que simplifica loscálculos en extremo.
71 7 7Problemas de que depende el problema principal.— Hemos

visto que el problema principal depende de estos dos proble-
mas, en general dificilísimos:

1-° Dada una ecuación de forma entera con una incóg-
nita, ó en general, un sistema de varias ecuaciones de coefi-
cientes racionales, investigar si admiten como solución valo-
res racionales de las incógnitas.

2.° Dada una ecuación entera con una incógnita, y cuyos
coeficientes son funciones racionales de los datos, decidir si
la ecuación es irreducible.

Estos problemas, en rigor, se enlazan entre sí con cierta
dependencia, como vamos á ver.

Primer problema— Sea la ecuación



en la que P, Q, R, . son funciones racionales de los datos
p, q» "*•••

En rigor, este problema es idéntico en el fondo al de la

resolución en números enteros de las ecuaciones de grado

superior, y puede tratarse por el mismo procedimiento.
Debe empezarse por convertir lodos los coeficientes en

funciones enteras, siendo el coeficiente de xm la unidad.
Después se descompondrá S (p, q, r..,) en sus factores

racionales, simples y enteros, ó sea en funciones irreducibles;

y si existen raices de forma entera en p, q, r-.., entre estos

factores deberán hallarse: basta, pues, ensayar cada uno pol-

los métodos conocidos, ó sustituirlos d¡rectamente en la ecua-
ción, y ver si la reducen á la identidad 0=0.

Pero esto, que lan fácilmente se dice, es de una compli-
cación enorme en la mayor parte de los casos, y además su-
pone la solución del segundo de los problemas indicados: á
saber la descomposición de S (p, q, r...) en factores irredu-
cibles racionales y enteros, funciones de p, q, r...

Wantzel propone otro método que parece más sencillo.
aunque en el fondo sea lan complicado como el anterior.

Hé aquí su procedimiento
Si existe una raíz de forma entera f (p, q, r...), déla

ecuación xm 4- P x,n-'... 4- S =0 (transformada previamente
en otra de coeficientes enteros y de coeficiente 1 para xm),

dicha raíz, f (p, q, r...), que deberá ser un divisor de S,

ordenada con relación á p, por ejemplo, podrá también es-
cribirse de este modo:

a0 p* + a, pt-'+... + at;

siendo a0, a1; a2... at funciones enteras de q, r.... Pero aun-
que no conozcamos el valor de t, no podrá ser superior al
exponente de P en S (p, q, r...): admitamos que sea igual, y

pongamos x= a0 p'-f- at p*-'4-a2 p«-2...+aten la ecuación
propuesta.

Ordenada ésta, que debe ser una identidad en p, q, **•••>

por relación á p, lodos los coeficientes deben ser nulos, y

tendremos un sistema de ecuaciones;



en las cuales las incógnitas a0, a„ a,.,, son funciones de q res decir, que en éstas ya no entra la p.
Expresando cada incógnita, a„ por ejemplo, por un poli-

nomio ordenado con relación á q, tendremos

a„ = a0qs4-aoqs-1+....
y lo mismo

a1 =a1qs'+a"qs'-'_f--.,

Sustituyendo estos valores en el sistema (*), ordenandopor relación á q, é igualándolos coeficientes acero, obtendre-
mos otro sistema, cuyas incógnitas a'0, a".... a',. *",... seránfunciones de r...: es decir, que habrán desaparecido p, q.Y, continuando este procedimiento, llegaremos á ecuacio-
nes numéricas, á las que se aplican los métodos conocidos
para resolverlas en números enteros.

Muchas observaciones podrían hacerse respecto á este mé-todo, entre otras, la relativa á los exponentes t, s, s'...; pero
este nos llevaría muy lejos; y, por otra parte, el procedi-
miento es impracticable, en la mayor parte de los casos,
como hemos indicado varias veces.

Segundo problema. No menos difícil y complicado es el
segundo de los dos problemas anteriores.

Sea una ecuación A0xnl4-A1xm-1+A,xm-Í-K..4- Am=0,
representando por A0, A„A,.., funcioues racionales y enteras
de p, q, r.. Para averiguar si es irreducible hay que ver:

1-" Si admite divisores de primer grado en x;
2.° Si admite divisores de segundo grado de dicha can-

tidad x; y asi sucesivamente.
"or ejemplo: supongamos que se quiere ver si admite ó

no divisores de 3.er grado. Representando uno de éslos por
aoX 4-a,x2-i-as x+a,, en el que a0> ai, a2, a3 han de ser fun-
dones racionales de p, q, r...,se dividirá A0 xm 4-A„xm-'4-...



por dicho divisor, y, representado el resto por r0xs+rtx4-r,-
se igualarán acero sus coeficientes, y tendremos:

)=0
,)=0
•)=o

r,=0
r2=0

r„ (p, q. "'\u25a0 a0, a„ a2, a3,
r, (p, q, r, a„, a,, a2, a3,
r2 (p, q, r, a0, a4, a2, a3,

Será preciso, para que la ecuación propuesta tenga divi-
sores de 1er grado con coeficientes racionales, que puedan de-

\u25a0a.
terminarse para a0, a,,a3, aa, ó para sus relaciones -""""""""""""""""""""""""""""""I

a0 a0 a0
funciones racionales (enteras ó fraccionarias) que satisfagan á
las ecuaciones r0

= 0, r,=0, r2
=0: problema que es pre-

cisamente el primero que hemos resuelto.
También pudieran seguirse otros procedimientos; pero

como eslas cuestiones son del dominio del Algebra superior y

las suponemos conocidas, no insistiremos sobre ellas, limitán-
donos á las ligerísimas indicaciones que preceden y á los ar-
tificios prácticos que veremos más adelante.

SlMPLlCAClÓN DE LAS ECUACIONES GENERALES Y REDUCCIÓN DEL

número de incógnitas. —Basta examinar ligeramente el método
general expuesto para convencerse de que en la determinación
de la ecuación final en xn de las ecuaciones (4') entran un
número de incógnitas, a, b... a', b'... A. B. superior al nú-
mero de ecuaciones (6). Esta diferencia es aparente no más;
porque puede hacerse que el número de ecuaciones y de in-
cógnitas sea el mismo, y á la vez simplificarse dicho sistema
('i) de ecuaciones fundamentales.

Estas son, como ya sabemos, las siguientes

x;+A x, 4- B =0,

x;-fA1x,4-B1 =0,

Xu—sH- An- .3
+Bn— 4 o. m

X*_s-t- An. 2-f-Bn— a

Xn—,—i— i\n- .t -t-Ru_s

x* 4-An_iXn + BB_, =0;



debiendo además recordar que An_, y Bn_,
bajo la forma siguiente:

pueden ponerse

An_, — an_2 xn_14- a'n_2,

"n—i
— ha-i^n-i ~\~ b'n_2

Pero no hay dificultad alguna en tomar como incógnita.
en sustitución deXn^, la cantidad Bn_,: todo está reducido á
despejar xn_4, en función de B^, lo cual dará

Bn-,—b'n-2
n—i

bn_2

y á sustituir este valor en An_t. La última ecuación del sis-
tema (4') se convertirá así en la que sigue:

>l b_-y_ 2
\

¿t+iil^-^^fc^jn-JxM
+Bn_, = Ob„-2

r,

O, representando -f^l,y a'„_2
—

"n—2

an— *"-^"n— 2, por una sola
bn-s

letra cada una, con el subíndice n —2, para indicar funciones
racionales de p, q, r... x,, x2... xn_2, tendremos esta otra:

xn+ (cn_2 B„_, 4-c „_2) xn 4- B„_,=0

Y, volviendo á las notaciones primitivas, y poniendo por Bn_,
la misma letra xn_n aunque es claro que será distinta de la
anterior xu_u

Xn-t- (an^X^^a'n^Xn+Xn., =0

Es evidente que el valor de xa_t, en función de B„_,, deberá
también sustituirse en la ecuación penúltima, volviendo luego
Para más sencillez á las notaciones ordinarias.

Esta misma transformación puede aplicarse á todas las



ecuaciones del sistema (4'), tomando en la penúltima B„_5 por
incógnita; en la anterior B„_3, etc.: todo está reducido ala
eliminación de xn_2, x„_r>, xn_4, etc., de este modo:

xn_2en función deBn_2,

Xn-3
Xn—4

de Bn_3,
*de B„_4,

Por este artificio al sistema (4') puede sustituirse el si-
guiente, mucho más sencillo:

x8i4-A x4+B

xl+A.Xs-t-x,

x23+A2x3-t-x2

(4")
O, k* ;

Xn—5+ An_4Xn_3-|-Xn_4

Xn-!
+An_3Xn_2+Xn_5

Xn—i+An_2Xn_1H-Xn_2

Xn +A„_1Xn H-X„_,= O

Bepitíendo para el grupo (4") lo expuesto para el gru-

po (4'), veremos fácilmeuleque^Uiúmer^e^ciiacáone^s
de ineógnitaj

rrEn efecto: la última (4") da dos cantidades con

subíndice n
—2, á saber: los coeficientes an_2 y a'n-2 de A0-i

=a„_2 xn_,4- a'„_2; y, al despejar x„_4 y al sustituir esta can-

tidad en la penúltima, la ecuación de cuarto grado en x„_i

contendrá tres cantidades con dicho subíndice n—2, á saber:
An_2, an_2 y a'B_s: es decir, un número igual á 4—1-

Al sustituir á An_a, a„_2) a'„_2, cantidades binomias linea-

les con xn_2, el número de cantidades con subíndice w—3 sera
3 x 2=6; y, al poner el valor de x„_2 en la antepenúltima,
habrá que agregar el coeficiente An_3; de suerte que el núnie-



ro de coeficientes con el subíndice n-3 en la ecuación de oc
tavo grado en xn_2 será 6+1=7, ú 8

—
1.

Siguiendo de este modo, al llegar á la ecuación del grador en xn el numero de funciones incógnitas de p q r seráí«-l,contando sólo con A;y, agregando B, tendremos pre-
cisamente el número 2n, que es el de las ecuaciones (6)

En rigor, de esta manera se excluye el caso posible deque Bn_„ Bn_„... no sean funciones lineales de las incógnitas
auxiliares, á saber : de xu_, la B„_,;de xn_2 la Bn_5

°
sinocantidades independientes de esta incógnita v dependientes

sólo de las anteriores: es decir, de que b Xn^+b', por ejem-
plo, se reduzca á b', por ser b=0 idénticamente; pero estecaso debe tratarse separadamente, ó demostrarse que estácomprendido en el anterior, como indicaremos en un ejemplo.

Observación.— Debe fijarse la atención en que la mayor
parte de las transformaciones indicadas respecto al sistema
(1), la anterior inclusive, no han de efectuarse en cada caso,
y que su único objeto es determinar la forma final y defini-
tiva (4") de dichas ecuaciones: son pues transformaciones de
pura demostración, con objeto de probar que todo problema
susceptible de ser resuelto por recias y circunferencias puedeexpresarse por un- sistema de ecuaciones sucesivas de segun-
do grado de la forma que indica el grupo {l"). Demostrado
esto, sólo queda para cada problema la determinación de la
ecuación final en xn por el método general ya expuesto.

Complemento del método general. —Hemos supuesto al
aplicar éste, que la ecuación (4) del problema, á saber

F(x)=xl +Pxf -1+(K "2+-+S=0 (4)

solo contenía en sus coeficientes P, Q, R... S números ente-

j'os ó fraccionarios, pero racionales, ó funciones racionales de
meas dadas p, q, r...; mas puede ocurrir otro caso de mayor

generalidad, á saber: qne dichos coeficientes contengan como
dalos números irracionales: por ejemplo que p sea irracional.

En esta hipótesis p estará definido como raíz de una ecua-



que podremos suponer irreducible; porque, si no lo fuera, des-
componiéndola en factores irreducibles, de uno de estos sería
raíz p, y este es el que consideraríamos en vez de f (p)=0.

Ahora bien, el problema consiste en averiguar si una
ecuación F (x)=0 puede tener una raíz función algebraica de
p, q, r... auuque algunas de estas cantidades sean irraciona-
les, como hemos supuesto para p.

El método de las raíces enteras ó fraccionarias que da la
teoría general de ecuaciones no es legítimo en este caso, por-
que siendo x función (aunque sea función racional) de nú-
meros irracionales, como hemos supuesto que lo es p, será

un número irracional también, y esto exigiría un examen es-
pecial

Será preciso aplicar el método general, es decir, suponer,

x=a„pm-t-ai pm-'+ +am,
siendo a0, ai, a2... funciones racionales de q, r..., sean éstas
racionales ó no, y sustituir dicho valor de x en F (x)=0,

determinando a0, a,, a2... de modo que resulte una identidad,

Hecha esta sustitución, tendremos una ecuación ó polino-
mio en p, cuyos coeficientes serán funciones de las incógnitas
a0, ai( a,... y de los coeficientes de F, (x)= 0; pero no podre-
mos igualar á cero todos los coeficientes de las potencias
de p, porque entre estas potencias hay una relación f(p)=0-
y será preciso, ó dividir F4 (x) por f(p), ó eliminar la poten-
cia ps y las superiores de

F1(a„p«'-(-aipm-,4-..-+am)=0,
por medio de

p'+N. ps-'+N2ps-*24- =0;

que es lo mismo que dividir una por olra ambas ecuaciones.
Igualando á cero los coeficientes del resto, es decir, de las

potencias ps_1, ps~\ ps_3... tendremos un sistema de ecuacio-
nes al cual se aplicará el método general en sus varias for-

mas, según sean q, r..., primero, números racionales; segundo,
cantidades algebraicas racionales; ó, tercero, números irra-

cionales, como hemos supuesto que lo fuese p.
De todas maneras, eliminando letras ó números irraciona-



les, llegaremos á ecuaciones que deberán ser satisfechas ,
números racionales de los que la teoría general de ecuacnes estudia en los tratados elementales.

Adviértase que el número m debe siempre ser inferiós: observación que puede utilizarse en la práctica.

Aplicaciones del método de Wantzel.

1.° Duplicación del cubo.-Yeamos si este célebre p,blenia de la antigüedad es susceptible de ser resuelto porrecta y el circulo. y

a' yRdTbtel"a3.0
""* W° M "'»\u25a0 SU V0,u™ •

Representando por x el lado del cubo, cuyo volumende ser doble del propuesto, su volumen será x», y la ecuacdel problema 3

x3=2a3 ó bien x3— 2a3=0

.
'"

U';mUK \u25a0<Ar.\n„ny^^mu!^^^^
descomponerse en factores racionales de x y de a.Si es posible la descomposición, sólo podrá efectuarsedos maneras: en un factor de primer grado y uno de segúno en tres de primero; y en ambos casos ha de haber unímr racional de primer grado.

lodo queda reducido á investigar si \___Éfactor x —
a, en que a sea función racional (fiR^^M

«ad algebraica que la ecuación contiene; ó, de otro modo, sj
ecuación propuesta tiene una raíz racional. 1En este caso la raíz ha de ser un divisor del último témmo: luego será: 2, a, a2, a3, 2a, 2a2, ó 2a3, ó estas cantil
"es con signos negativos; y excluímos 1, porque 1

—
2a3

general no es cero.

—
2a* tiene

Pero ninguna de estas cantidades es raíz de x5
—

2a' =



En efecto: 2 da 8
— 2a3, que no es nula en general, es de-

cir, para cualquier valor de a.

a (ja a* 2a3=— a', que tampoco es nulo, á menos que

tengamos a=0.
as da a6

— 2a3 = a3 (a3— 2), que en general es también
diferente de 0.

at da a9— 2a3 =a3 (a6— 2), de cuyo resultado podemos
decir otro lanío.

2a da 8a3
— 2a3=6a3, que solo se anula con a.

2a' da 8a6— 2a3=2a3 (4a3 —1), distinta de cero en ge-

neral.
2 a3 da 8a9—

decirse lo mismo.
2a3=2a3 (4a6

—1), para la cual puede

Y en los otros seis casos se llega á la misma conclusión
2.° Resulta, pues, que la ecuación x3— 2a3 =0 es irre-

ducible; pero su exponente 3 no es de la forma 2n: luego

nunca podrá resolverse el problema en general, [es decir,

sin particularizar numéricamente a], por la recta y el círculo.
Para ciertos valores numéricos de a, que se deducen del

cuadro precedente, el problema es posible: por ejemplo, en

el tercer caso, haciendo a5— 2=0, de donde a=l/2, tendre-

x
— j/4, resultarámos x8

— 4 =0; y,dividiendo por x
—aa

por cociente x24-^4 x -f- y- 16 ó x2+ a2 x+ a4, cuyas raíces
son imaginarias. El lado del cubo será x=a2, ó si se quiere

x=
—, que se construye fácilmente con la línea irracional

dada, a, y la unidad
2." La trisección del ángulo. Establezcamos ante todo la

ecuación del problema, que será la F (x)=0 de que hablába-
mos al exponer el método general.

La ecuación conocida

sen (a -f b)=sena cos b -f sen b cosa,

da, poniendo b = 2a,
sen 3a = sen a cos 2a + sen 2a cos a



sen 3a- sena (cos! a -sen3 a) -f2 sen a eos' a-
sen 3a=sena (1- 2 sen3 a) +2 sena (1 -sensa);

sen» a
--f sen a 4-^ÍL^4 í

El arco dado es 3a el que se busca a; y, representando
el dalo sen 3a por p y la incógnita sena por x, tendremoscomo ecuación del problema: «uuremos

x'-f*+í=o

1.° Veamos si esta ecuación es irreducible
Poniendo x=- para que todos los coeficientes sean en-

teros, tendremos

1 . P

de donde

z3— 3z + 2p = 0

Lo mismo que en el caso anterior, para ser reducible debetener un factor de primer grado, racional: de manera que sólopodran ser raíces suyas, 2, p, y 2p, ó eslas cantidades con
signo negativo.

Ensayemos estas tres cantidades:
2 da^ 8- 6 4- 2p =2 +2p : cantidad que sólo es nulapara p \ . es dec¡r para m arco de frw cuadrantes ó

Para menos un arco de un cuadrante.

La ecuación x3
-—

x-~ dividida por x-1 (puesto



yas dos raíces iguales son -y:y, en efecto, las terceras

partes buscadas son un cuadrante, determinado por x=l,

y un arco de
— 30°, determinado por x

p da p3— 3 p+ 2 p=ps —
P = P (p"

—
1). que en general

no es nulo iúnicamente para p =O ó p =1, es decir, para

valores numéricos determinados, se reduce á cero : p =1
corresponde á un cuadrante, y este caso se sabe resolver y se
comprueba con facilidad sumaB

P=8pípa— —
J: can-

lidad distinta de cero, á no ser para p=0, ó para p= v/J,
que corresponde al arco dé 45.° Y, en efecto, en este caso el
problema se resuelve con la recta y el círculo.

Lo mismo podríamos decir de los valores negativos.

2." Resulta, pues, que la ecuación propuesta es irreduci-

ble; pero que, como su exponente 3 no está comprendido

en 2n, el problema no puede resolverse en general por la

recta y el círculo.
3.° Rectificación de la circunferencia fó cuadratura del

círculo J.— Hemos viste el procedimiento de Lindemann para
demostrar que con recias y circunferencias no puede combi-
narse una construcción que dé la longitud de una circunferen-
cia cuyo radio se conoce; y, aunque dicho método no sea una

aplicación directa ó inmediata del de Wantzel, puesto que el

problema es por su naturaleza trascendente y no puede escribir-
se en una ecuación entera, cuyos coeficientes sean funciones

racionales del radio, es locierto que Lindemann demuestra su

teorema fundándose en que tc no puede ser raíz de una ecua-
ción algebraica irreducible, lo cual supone que toda incógnita

de un problema, resoluble por la recta yel círculo, ha de ser

precisamente raíz de una ecuación de esta clase: es decir, que

Lindemann parte de la primera consecuencia de la teoría de

Wantzel. Puede, pues, afirmarse que el método de Lindemann
se funda en el método general de su predecesor.

4.° Dado un ángulo recto y un punto en la bisectriz, '»**?



por él una reda tal, que determine en el ángulo recto unlento igual a una magnitud dada. (fig. 4.a)<m.

Figura 4.a

ian O R y O S dos rectas, que se cortan en ángulo rectom punto tal que MP=M Q=a; y sea además m una Ion-dada.
II problema consiste en trazar por Muna recta tal que
=m. M

ormemos ante todo la ecuación del
¡ncógnita la longitud O R=x.

supongamos, para simplificar que
[P=MQ=a;> B=x, incógnita definitiva;
lS=y;
• S=m.

problema y tomemos

¡ndremos, pues

0R2 + 0S* =RS2

P R MQ
MP Q S



De donde se deduce sucesivamente
(x—a)(y—a)= a2;

xy—a(x4-y)=0;
a x

1 x
—

a

Sustituyendo este valor de y en la primera ecuación, re-

sulta :
a2 x2

x2+(a-x)2

y, desarrollando:
(a— X)2x24-aV=m2(a-x)2;

x«_ 2ax3+ (2a2 -m2)x24-2am2x
—

a2m2>
Para simplificar una transformación posterior*'*********************************

a=2 b, con lo cual la ecuación tomará la forma, |
x*_4bx34- (8b2 —ma)x2+ 4bm2x — íb,¡m1^^_______\

Haciendo desaparecer el segundo término, para lo cual
pondremos x

—
z + b, resultará

pongamos

z*4- 4b z3 4- 6bV + 4b3z + b4—
4b (z3 4- 3b z2 4- 3b2z +b3)

4- (8b2 -m2) (z2 4- 2bz + b2)
+ 4bm2 (i+ b )— 4b2 m2

=0;

ó bien, ordenando:
z4 + 6b2

—12b2
4- 8b2

z2+ 4b3
-12b3
4-16b3—

2bm2
4- 4bm2

z4- b*
i —4b1

=0;-HW-nOb2
+4b2m2—4b2m2



Esta es la ecuación del problema la n„ai a
dos magnitudes b y m.

' C"al depende de 'as
1." Debemos ante todo asegurarnos de aue es ,,„,

ción irreducible, ó, si no lo fuere, descampa nerl e fl?™'Las descomposiciones posibles serán
l°res*

factor de primer grado y otro dHL^.S e" 7factores de segundo grado.
segundo, en dos

Examinemos ambos casos. Si admite un factor de orinargrado, su raíz será uno de los factores raciónate del ól?término el cual se descompone de este mod í(lí-?PeoSbWes evidentemente irreducible, por ue sus dsacores (b v/5-m) (bv/3 +m) son irrac¡ona|
factor s irreducibles de dicha expresión serán b, b Sb'-Í
J los factores que en todo caso podrían ser raí es raciónate*de Ja ecuación en z, b, b2, 5b'-m2, b (Sb2-nr), b2(5b2-m'
y estas m.smas cantidades con signo negativo :en suma deemos ensayar 10 cantidades como raíces racionales "¡^
Y únicas de la ecuación en z: b y b2 es inútil susti.uí a encha ecu n (1)> por log tém.nos que so]o

en

pos rirse entre s1, y est° n° es pos¡bie \u25a0»«\u25a0»
Respecto á las tres cantidades que siguen, lo más sencillose. a aplicar el método general; á saber: dividir el último

coZTJ" {vr f'aS; agregar á l0S C0cienles el Pe»úlí¡™coeficiente; dividir de nuevo por las supuestas raíces; y con-l'nuar asi sucesivamente.
Estas operaciones se indican en el siguiente cuadroo): raices supuestas:

5b2-m3; b (5b2—m2); b2(5b2— m2)
¿)-- cocientes de la primera división-

c)~ sumas con el coeficiente 8b3+2bm5:8b3-f-(b2m2)b; 8b34-(l+2m2)b; 8b3+2bm2-l



Y como ninguna de estas cantidades es divisible por la raíz
LaesTondtente, pueden desecharse todas ellas.

:n"X^."b(5b2-m2),y-b> (5b2-m2)

_h anula todos los términos en b4; pero los que contienen

m»b' como resultado de sustituir
-

b por z, son todos ne-

gativos y se suman: de suerte que- b no es raíz._
b* da desde luego un término b\ que no puede des-

truirse con ninguno- luego -b2 tampoco es raíz.

Para ensayar como raíces las tres cantidades siguientes,

aplicaremos el método general formando un cuadro análogo

al anterior.
a): _(5b2-m2); -b (5bW); -VQV-m')

í}!8b'-b~+2bm2; 8b3+(2m2-l)b; 8b34-2bm2-l.

Y como ninguna de estas cantidades es divisible.por la raíz

supuesta correspondiente, podemos desecharlas todas.

Con esto queda demostrado que la ecuación (1) no admite

ningún factor lineal «-«, en que a sea función entera y ra-

cional de b ym.
Pasemos á los factores de segundo grado.

Sean estos z2 *-Az*-By z2+A'i+B", y veamos «,1 es po-

sible determinar para A,B, A', B' funciones racionales y

enteras de b y m. ,7*
, \,7 *-B'"i=

Efectuando el producto. (**+*;+»> z
7
+i é id n.

zM-(A+A') z3+(B+B'+AA0 z24(AB' -f-A'B) z+BB ,eiden

tincando con la ecuación (1), tendremos el sistema:

A+A'=0,
B4-B'+AA'=2ba— m2,

AB'+A'B=8 b3 +2bm 2

BB'=8b4—m2b2:

ó bien sustituyendo A'=-A en las tres últimas

B+B'— A2=2b2— ms
8b3 -+- 2bm2

B—B'=

BB'=5b*-m2b2



Despejando B y B' de las dos primeras y sustituyendo enla tercera, tendremos la ecuación de sexto grado:

A6 -f- 2 (2b'!
—

m^A^+ —
WM

(8b5 -+- 2bm2)2 M
—4(5b4

—
m2b2)]A2

y es preciso ver si A admite valores racionales en m y b
Podríamos seguir el método general; pero, á fin de exponer

uno de los varios medios que hay de simplificar la soluciónde estos problemas , emplearemos un artificio sencillísimoque en ningún autor hemos visto empleado, y que es muy rá-pido y muy fecundo.
Si la ecuación anterior admite por raíz una función entera

de b y m, para valores numéricos y enteros de estas cantida-
des la raíz de la ecuación que resulte será un número ente-
ro: luego, en el caso de dar á b y m valores numéricos y no
admitir la nueva ecuación raíces enteras, tampoco admitiríala propuesta funciones enteras de b y m como raíces. Si lo
contrario sucediese, nada podría deducirse, y sería preciso
emplear otros números de ensayo.

Pongamos en la ecuación en A, por ejemplo b=l, m=l,
y resultará.

Atí-f-2A4 —15Aa —100 =0

Si esta ecuación admite raíces enteras, éstas sólo podrán
ser 1, 4, 25, 100; y, como ninguna de ellas lo es, resulta
que en el caso particular que indica la ecuación última, no
hay raices enteras: de donde se deduce que lampoco las hay
algebraicas enteras en la ecuación general.

Hemos probado plenamente que la ecuación en z (1) es
irreducible.

Pero su exponente 4 está comprendido en la expresión
2n: luego no aparece imposibilidad inmediata de que el pro-
blema pueda resolverse por la recta y el círculo.

Será preciso emplear el método general ya expuesto, y
ante todo deducir la forma de la ecuación final en xn para
compararla con la ecuación (1) en z.

Puesto que la ecuación es de 4.° grado, sólo dos de las



ecuaciones generales debemos emplear. Sean estas

x21+Ax1+B=0J
X5-fA,X2+Xi=:0

Dando á A, la forma ax.+a', según indica el método general,

tendremos:

xl+Ax,+B=0,

x22-!-(axi4-a,)x2-l-xi=0,

O, recordando que hemos representado la incógnita final
del problema por z :

xl4-Axl+B=0,

z2+(axi4-a')z+x1=0.

Despejando xt de la última, tendremos

z3+a'z
az-1-1

y, sustituyendo en la anterior

z'+a'z \2 , z24-az
az -+-1 / \u25a0

+B=0.
az+1

De donde necesariamente se deduce

z4+(2a'-Aa)z3+(a'2— Aaa'— A+Ba2)z2-i-
(2Ba-Aa/)z+B=0. (2)

Si, para simplificar, representamos en la ecuación (1), que
es la del problema,

z44-2b"z" -f8b3 |z+5b4—mi 4-2bm3| —m2b2
=0,

los coeficientes por una sola letra, á la ecuación (1) podremos
sustituir esta otra:

z4+pz24-qz-fr=0 (f)

en la cual p=2b2— m2, q=8b34-2bm!!, r=5b4— m2b2.
Identificando las ecuaciones (!') y (2), la primera que es la



del problema, y la segunda que deTHeTTstanHá^flhipótesis de que el problema sea posible con la recta licircunferencia, tendremos las siguientes ecuaciones de condición:

la

2a'— Aa=0 \

a's-Aaa'-A-*-Ba2=p /
2Ba— Aa'=q >
B=r. )

Todo queda reducido á ver si es posible determinar A Ba, a' en función racional de b y m, que son los dalosdeíproblema.
Poniendo el valor B=r en la tercera, ésla y la primera

forman el siguiente grupo:

2a'-Aa=0
2ar— Aa'=q

De donde podremos deducir los siguientes valores de a ya', en función de A:
—

\u25a0 \u25a0 a'-
4r—A2

Y, sustituyendo en la 2.a ecuación del sistema, y además B=r,

I g'i y
\ 4r-A2 / (I7=F)^^M
Desarrollando se obtiene:

A2q2-2AY-A(4r-A2)3 +4q2r
y simplificando:

2q2A A+r(

p(4r-A')!

q!(4r-Aa)=(p+A) (4r—Aa)a,
ó bien, suprimiendo^ factor 4r— A2, que da para A el valor
irracional A=2i/r, tendremos, finalmente:

q2=(p+A)(4r-A2),
ó sea la ecuación de 3.er grado en A

A'+pA'—4rA+q2— 4pr=0
En resumen, el grupo de condiciones (3), que expresa la

Posibilidad de sustituir á la ecuación en z del problema un


