
y cada u sólo entrará una vez en cada horizontal por relación
al subíndice

El resto de la demostración será, pues, el del caso ge-
neral. B

Tercera. Supongamos que algunos de los factores irre-
ducibles délas ecuaciones

+=0, S2=0, S3 =0, s4=o,

sean iguales. Esto es lo mismo que suponer iguales varias
raíces del grupo (2), porque dos ecuaciones irreducibles que
tienen una raíz común son idénticas. •

Supongamos, para fijar las ideas, que Sh, Sk y S, tienen
un mismo factor irreducible s'=S'= s' .- es decir, que

I II I II

S =S .S
-

S =S .S ;
h h h k k k s'.s"'

1 1

ó, lo que es igual, que

sh=s! í' st = s,'s"; s=s's"h h h k h k 1 h 1

El método es enteramente igual al anterior: en vez de la
ecuación

*.s .s
2 5

s .s .s s =w,
h k 1 p

es decir de

\u2666 -S s'.s".
h h

s'.s" s'.s".-.... S
k k 11 p

=**,

que tiene raíces repetidas , lo cual
cion Zh—Zk=o sea absurda, se forma
desiguales:

impide que la reía-
la ecuación de raíces

*-s .s s' s"2 3 h h
s s =v.

1 \u25a0 p

, sl° suPueslo, se aplica el teorema de Hermite á todas las
raices de j y se suman los resultados; á todas las raíces



deS. y se suman también; y así sucesivamente á S3
cuidando de sumar las ecuaciones que resulten de la

de S* ,=0, primero á los de S¡=aÓ, en segundo luJ

de S"=0, y en tercer lugar á los de S^O, con|
obtendremos una ecuación idéntica á la (3"«

;a

Al variar el índice ipara todas las raíces de la nuev

repetiremos tres veces cada ecuación que proceda de

de icorrespondientes á las raíces Sfa=0.
El resto de la demostración será idéntico al de la

tración principal; y, al deducir la determinante de

observaremos que, tanto como se reduce el número d

zontales por prescindir de valores iguales de i, se reda
m por cada horizontal, porque los tres grupos

N 2u' , -t-N Su
-

+N Su ,
(ZJ k (ZJ l (Z,)

h lí

se reducen á uno sólo

ÍN +N +N,)iu' ,
"\u25a0 h k V (Z )

h

El método se aplicaría del mismo modo si alguna

fuese nula. .

CONCLUSIÓN.

Imposibilidad de la cuadratura del círculo con
regla y el compás

Formemoscon eZl,e\eZ3...e\ por raíces, siendo z ,
las raíces de una ecuación irreducible

zp+bi zP-' +b2zP-2+ bp=0,

la ecuación
—M.VP"1 -t-M2Vp-2 —M3VP_3+ ±Mp=0



Tendremos evidentemente

Zl Z2 ,
M,=e +e + SeZk

zL4-z2 z,+ z,
M,=e +e -+- =5eZl+Z« Se2*

Z,+Z.+Z. zt-t-z24-z4
M3=e + e 4- =Se2'

+Z-+ z'- SeZ'

z. z., z3
Mp=e xe

"
xe =eZI+ Z2+ Z5 + zp

e y

De donde

•«r** Zk -nv ~ '
Z. .,P

~ *
ZDV —Se -V 4-Se 2.V 4-...+ e

p =o (V).

Si tzV—
1 pudiese ser raíz de una ecuación irreducible de

coeficientes enteros

zp +b,zp-' -+- bazp-' + -+- bp =0,

formando con ir\/—1, que sería una de las z, y con las res-
tantes la ecuación (V),y poniendo en vez de V una de las raí-

TtV
—

1 «\/ 1ees e de (V) tendríamos, puesto que e \u25a0 =-\,

p
(-1)

p—1 y p—2 ™ 7
-(-1) Sek +(-D Se* + eZp =o

es decir, una relación lineal de coeficientes enteros enlre

2eZk, Se\2eZ3
posible.

......: lo cual hemos demostrado que es im-

Luego k\J—
1no puede ser raíz de una, ecuación irreduci-

ble de coeficientes enteros, en que elprimer miembro tenga por

coeficiente la unidad.
Eslo puede generalizarse: tampoco puede ser «v

—
1raíz

de una ecuación irreducible de coeficientes racionales, ó lo
que es lo igual de coeficientes enteros de esta forma



En efecto, haciendo z =
——, tendremos:

Oo

p—1y
...4-bn = 0,1

b P-i b P-s P
b p_1

ecuación que evidentemente es también irreducible; ó bien

yp4- b.yP-1 4-b2b0yP-s ... 4- bpb0P-4 = 0. (V)

Si la ecuación (b) tuviese una raíz ttyj—1, la ecuación (b')

tendría una raíz y=b0z=b0'n:v/— 1.
Aplicando á (b') el método anterior, y observando que

b0V—1
e|^^^^p= ±1, puesto que b0 es un número entero, llega-

d mismo absurdo que antes; á saber, á una relación
y y2 y3

lineal entre 2e , Se ,2e
Luego n\/—1 no puede ser raíz de una ecuación de coefi-

cientes racionales.
Mas aun: tc no puede ser raíz de una ecuación cualquiera,

que siempre podemos suponer irreducible, descomponiéndola
en irreducibles y tomando aquella que contenga (z — n).

En efecto, si « es raíz de la ecuación irreducible

P P-1 , P—2 p-3

c0z +c,z 4-caz -4 c3z 4-...cp=0, (Z)

\u25a0 ,—a, tendríamos
v/-l

poniendo

y""1 yp-2
Lu (v=I)'

'
'--^p-o- uj

ecuación que es evidentemente de la forma

1 P I 7 P^1 P~~2d0y +d,y -+-d2y 4-...dp=0,

con coeficientes del lipo a 4-¡V—1



será raíz de Y, lo cual hemos probado que es imposible
Observación. Lindemann dice en el Comptes-rendus que no

sólo es imposible la relación

No+N^Se^+N^H-N^e2*-!- 4-NpSezP = 0 . (i)

cuando N„,N„N2 Np son números enteros, sino cuandoson irracionales algebraicos, es decir, raíces de ecuacionesirreducibles
n , n
t +Btto o

1 4-B„tn-2
o

K +^K
t n'—a

+B'2t4 4-

siendo B„ B2 B',, B'2 números enteros.
Me parece que podría esto demostrarse como sigue
Supongamos que se llega á la ecuación

»*+1+Aim?+Alf2>-l+ =o.
Los coeficientes A„ A„ A3 son funciones enteras de

grados diversos de N0, Ni( N„N3 y de coeficientes ente-
ros formados por combinaciones de los coeficientes de W =0.
Esto último es evidente, puesto que son funciones simétricasdez,, z2, z3 zp.

Consideremos el sistema formado por la ecuación (to) v por
el grupo B, poniendo en vez de t0 la raíz N0 de la primera
ecuación de (B); en vez de l,la raíz N, de la segunda ecuación;
y asi sucesivamente.

Tendremos

coP+1+A^P 4-A2coP J+ =0,

"Nn 4- B Nn
-

l+B \n0 10 2o 2+ =0,

Nn 4-b' N^-^b' Nn'
1 '

INn"+ b" VJ
2+ =0,

-14-B"Nn" 2+- =0



Supongamos que enlre todas estas ecuaciones se eliminan
N0, N,, Ns : resultará una ecuación en w de grado muy
superior al P+l, porque ha de expresar todas las ecuaciones
que resultarían de diversas combinaciones de las demás raices
del grupo (B) y no sólo la expresada en (to), que corresponde
á la expresión lineal (1). Dicho grado será (P -+- l).n.n'.n"...
=Q,.y su forma

C0 üjQ-h G4toQ l-+- -+-CQ_3w3-h GQ_2tú2H-CQ_1to+Go=:0 (G)

en la cual C0, Cn C2, C5 son números enteros, porque
se obtienen por el método de las funciones simétricas de las
raices comunes al grupo (B).

Ahora bien, como uno de los grupos de raíces t0, tt, t„...

es precisamente N0, N4, N2, N3 , la ecuación (C) puede
suponerse descompuesta de este modo:

Ba-D|7 Q-P-3

xl oo a-jA.oj +...+A co3 h-A co2 -+- A toa-A =0:L P—2 P—1 P P+lI

r Q-P-l Q-P-2IC0 w H-Djto -+-

ó representando los coeficientes finales por notaciones más sen-
cillas, para simplificar,

r Q-P-lG„«ü -+- \u25a0+\u25a0 d3to5 -+- d2to2 a- dtto +d0 1 X

r p+i i|w -+- a5(os +a2to'2 -t- a,to -a a0 1=0.

Efectuando el producto tendremos

r Q
c0 w -+- -+- a3d0

-+- a2d4
\u25a0+\u25a0\u25a0 a,d2
-»-a0d5

to5 -H a2d0
-i-atd,
-a a0d2

io2 -+- a4d0 o> -+- d0a0 =0.
-+- a0d4



Comparando esta ecuación con la (C), sólo distinta
por la forma, resultará:

d0A0 P+l
d„Ap +d4Ap
doAp_1-hdíAp -^p+l
d»V2+d'AP. T+d2Ap 4_d3Ap

Pero, á medida que m crece, las P raíces déla ecui
tienden hacia cero: luego los P últimos términos de (C
rán hacia cero también para que (C) contenga, ó liendítener, P raíces nulas. De aquí se deduce que

VVi'Va V(P-i)
tienden indefinidamente hacia cero; pero son enteros, lu.
rigorosamente nulos. Por lo tanto, tendremos sucesiv;

Ap+1=0>\=°>Ap_i=:0.

como en el caso en que N0, N„ N2, eran enteros.
En la discusión, para examinar el caso en que d0 ó (

sean nulas, no parece necesario detenerse después de
sobre la materia queda expuesto, y porque además s
trata de indicar un método posible de demostración, s
netrar en el fondo del problema.



MÉTODO DE WANTZEL

para conocer si un problema puede resolverse

con la recta yelcírculo

El Teorema de Lindemann sobre la rectificación de la
circunferencia supone el conocimiento de algunos teoremas
de Wantzel, comprendidos en una memoria que se publicó en
el lournal de Liouville del año 1837, y de la cual vamos á
dar una idea, ampliándola y explicándola en sus detalles más
importantes. Creemos, en efecto, conveniente, para facilitar
la inteligencia del interesante asunto que en ella se expone,
variar algo la forma adoptada por dicho autor, sobrado con-
cisa para buen número de nuestros lectores.

De los problemas que pueden resolverse con la recta y el

círculo. —Para que un problema se resuelva por la recta y la
circunferencia de círculo es necesario y suficiente, que lodos
y cada uno de los puntos que encadenan los datos con el re-
sultado, y en que han de irse apoyando las construcciones, se
determinen de una de eslas tres maneras:

Por intersección de rectas;

2.° Por la intersección de una recta y una circunferencia;

3.° Por la intersección de dos circunferencias.
Examinemos estos Ires casos separadamente.

1.° Por intersección clerecías. —Tomando dos ejes coor-
denados rectangulares, las ecuaciones de ambas rectas serán

y =ax4-b
y=a'x-f-b';



y las ordenadas del punto buscado, la x,por ejemplo, vendrádada por la siguiente ecuación:

(a— a) x4-b
—

b'=0

ó bien

b
—

b'

a
— a'

es decir por una expresión racional de a, a', b, b': funcio-
nes conocidas de los datos y de cantidades determinadas por
construcciones anteriores.

Lo que se ha dicho de x pudiera decirse de y.
*2." Por la intersección de una recta y de una circunfe-

rencia.
—

Las ecuaciones de ambas líneas serán:

y=ax+ b

(y
—

y')'2+(x
— x')2=r2;

y el valor de x se determinará eliminando y. Tendremos,
pues :

(ax4-b
—

y')24-(x —
x')2=r2

ó bien

a2 x2 4 2 a (b —
y') x4- (b —

y')2+x2— 2 xx'4-x'2= r2 :
de donde

(a-4 1) x24- 2 (a b
—

a y'— x.') x4- (b—
y')24- x'2— t*

ecuación de segundo grado en x, de la forma

=0

x24- A x4- B=0

en la cual A y B son funciones racionales de los datos y de
cantidades conocidas por construcciones anleriores, es decir,
de a, b, x', v' r.

Otro tanto pudiera decirse de y.*>•" Por la intersección de dos circunferencias.
—

Repre-
sentemos pol-

(x
—

x')24-(y-y')2=r2
-x»)»4-(y-y»)«=r'«

'as ecuaciones de ambas líneas, y determinemos x



Restando una de otra, resultará

2 x(x'-x")4-2y (y'-y")-x'2+ *"2-y'2+y"8+r2- r'2= 0;

ecuación de primer grado en x, y cuyos coeficientes son fun-
ciones racionales de x'r y', x", y", r, r'

Esta ecuación, combinada con una de las anteriores, re-
suelve el problema y reduce el tercer caso al segundo, pues-

to que se trata ya de la intersección de una circunferencia y
una recta.

Resulla de todo lo expuesto que las coordenadas de un
punto cualquiera del problema, lo mismo de uno de los in-
termedios, que de los puntos definitivos,dependen de una ecua-
ción general de segundo grado en x (sise trata de la abscisa):

i!+Ax+B=0,

cuyos coeficientes A, B serán funciones racionales, fracciona-
rias en general, de los datos y de las coordenadas de los puntos
ya determinados por construcciones anteriores.

Esta función de segundo grado podrá ser de primero y

reducirse á Cx -f-D — 0, en el primer caso considerado.-
Observación importante. —Aunque cada punto intermedio

de la serie de construcciones, así como los puntos definitivos,

dependen de dos coordenadas, x, y, como estas cantidades
están en todos los casos enlazadas por ecuaciones de primer
grado, siempre podremos suponer eliminadas las y, con lo
cual las. únicas incógnitas del problema serán las abscisas x
de la serie de puntos.

Podemos, pues, prescindir en lo que sigue de la cantidad
y, y no considerar más que la serie de las x para lodos los
puntos del encadenamienlo de construcciones.

Consecuencia final.—La incógnita x4 del primer punto que
se determine dependerá generalmente de una ecuación

x¡4-Ax,4-B=0

en la cual A y B serán funciones racionales de los datos
p, q, r..., pudiendoser en algún caso esta ecuación de primer



Del mismo modo la segunda incógnita x2 dependerá de
una ecuación

x,-f-Aix24-B,=0,

en la cual A y B serán funciones racionales de p, q, r...i•

es decir, de los datos y de la incógnita anterior x,.
El tercer punto x3 vendrá dado por una ecuación

4+A2x34-B2=0,

en la cual A2 y B2 serán funciones racionales de los datos
p, q, r... y de las dos incógnitas xt, x2, ya determinadas.

Y, en general, la incógnita xm dependerá de una ecuación
de segundo grado (que á veces podrá ser de primero)

x 4-A x 4-Bm m—i m m—i

=0,

en la cual los coeficientes Am_l y Bm_1 serán funciones racio-
nales de los dalos p, q, r... y de las incógnitas anteriores, ya
determinadas, x,, x2, x3, ...xm_,.

Por último, aparecerá la verdadera incógnita del proble-
ma x„ en una ecuación de segundo grado

xn+ An_1xI1-t-Bn_i=0,

cuyos coeficientes An_, y B„_, serán funciones racionales de
los dalos p, q, r... y de las incógnitas intermedias x,, x2,«,... x._t.

\u25a0-

Verdad es que alguna de dichas ecuaciones podrá ser de
primer grado y de la forma

As_i Xs-f- Dg_i
—

O,

siendo As_, y Bs_l funciones racionales de los datos p, q, r...
'

de las incógnitas anteriores x„, x.,... xs_,; pero en este caso
podemos despejar xs de dicha ecuación y sustituir su valor en
todas las ecuaciones restantes, con lo cual no habrán dejado
de ser funciones racionales dext, x,. x3... todos los coeficien-
tes, ni dejarán de ser de segundo grado las ecuaciones que lo



sean, y se habrá disminuido una ecuación, desapareciendo la
incógnita intermedia xs.

De aquí se deduce, como consecuencia final, que lodo pro-
blema susceptible de ser resuello por recias y circunferencias
depende de una serie de ecuaciones de segundo grado de esla
forma

x;+A x.-f-B =0

x;+A,x1-|-B, =0

x¡+B2x3+B2=0 > (1)

Xn—14" An_2Xn_i"I-Dn_2 —

Xn +A„_1Xll -(-Bn_,=0 J
Todas las ecuaciones de primer grado habrán desapareci-

do como queda dicho, y podremos además suponer que el nú-
mero de estas ecuaciones es elmenor posible, ó que se ha plan-
teado el problema en forma correcta, eliminando las incóg-
nitas inútiles. En esias ecuaciones la significación de cada
letra es la ya explicada, y el subíndice de las A, B, indica las
incógnitas intermedias que estas funciones contienen;

x,, x2, x3 ... xn es la serie de incógnitas, por el orden en
que se van determinando, hasta llegar á la verdadera incóg-
nita del problema, ó sea á xn;

p, q, r... son los datos; y
A, B son funciones racionales de p, q, r...
A,, B, funciones racionales también de p, q, r... xt
A2, B2 de p, q, r... x,, x..

An_i, B„_, de p, q, r... x4, z2, xr> *^"n—i

Simplificación de los coeficientes A, B.—Cada uno de
estos coeficientes es, según hemos demostrado, una función
racional, en general fraccionaria, de los datos p, q, r... y de



las incógnitas anteriores á la ecuación de que dicha cantidad
A ó B forma parte.

Primera simplificación.— Consideremos uno de ellos A
por ejemplo: lo que de él digamos se podrá decir de lodos'
los restantes.

Am será en general fraccionario, y el numerador v el de-
nominador serán polinomios enteros de p, q, r... x , x„,x..
xm. Uno de eslos polinomios, ordenados por relación á xm,
tendrá la forma

SoX^+S.x^' +S.x^'-l- + SS (S)

siendo S0, S„ S2... funciones enleras de p, q, r... x„x„ x3xm_,; pero como existe la relación anterior á la

Xrn+i"r AmXm+i+Dm
—0,

en que entran Am y Bm; es decir, la relación

-*"m"t"Am_iXm-|- Jim—i
—

O

siendo. Am-i y Bm_, funciones racionales de p, q, r... x,, x,.
xm_,, es evidente que, sustituyendo

xm— — Am_i xm— Bm_, en S0 x^ + S, xsm '+...-f-S,

cuantas veces sea preciso, se irá rebajando en esta última
el grado s de mitad en mitad en las potencias pares, y
en las potencias impares, disminuidas en una unidad, de

mitad en mitad también. Por ejemplo x^se convertirá en

(xm)3— (
—Am_, xm

—Bm_()8: es decir en un polinomio de tercer

grado; yasimismo x"m= x,„ xn,=x,„(— Am_,xm— Bm_,)', en un

polinomio de cuarto grado.
En resumen :el polinomio (S) se reducirá á una expresión

de primer grado en xm.
Lo mismo puede decirse del denominador: con lo cual re-



sulta que todos los coeficientes, Am, Bm, por ejemplo, serán
de esta forma, después de efectuar las debidas operaciones:

, ,„ "jm—iXm+l'm—i
Am O Bm fj ,p

£in-iSiBTrni-i

siendo Cm_i, Dm_i, Em_,, Fm_, funciones racionales y enteras
de p, q, r... x„x2... xm_,, que para indicar que contienen
hasta xra_i llevan el subíndice (m—1.)

Segünda simplificación. Pero aun pueden simplificarse
más eslas cantidades A, B, y tomar forma entera en xm.

Dividiendo xm+ Am_,Xm+Bm_f por Em_ixm+ Fm_, lendre-
mos

xm+ Am_ixm+Bm_,=0= [Em_,xm+Fm_f] x

LEm_l \ Em-i/Em-jJ \ Em_l/Em_l'

y como todas las cantidades que llevan el subíndice m— 1
son funciones racionales de p, q, r... xt... xm_, podremos
abreviadamente escribir

0= [Em_iXm-)-Fm_i] [6m_iXm4-Hm_i]-|-Lm_f,

de donde

/G-m_i Hm_t\
vlJm—i Lim—i'J^m—iXm+rm-i

con lo cual hemos sustituido á la expresión lineal del denomi-
nador otra de forma entera en xm.

Resultará, pues, esta expresión -.
"-'m—tXm-r"m—i (Cm_1Xm+ Dm_,)

- —
üm—iXm-r'rm—'Jim-iXm+rm_i

—(Cm^Xm+Dm-í)^r^Xm+jJ!L-i) ;
\Lim_i Lm_i/

y, aunque es de segundo grado en xm. por medio de la ecua-



ción x'm4-Am_iXm-r-Bm=0 puede eliminarse de ella la seaunda
potencia x2m, reduciéndose á una función lineal de xm.

Es decir, que todos los coeficientes... Am, Bm... serán de
la forma

A ni_iXm-|-l> m_i

siendo A'm_i y B'm_, funciones racionales de p, q, r x,
x, Xm_i, en general fraccionarias.

De este modo queda demostrado, que todo problema que
pueda resolverse por rectas y circunferencias dependerá de
una serie de ecuaciones,

x:+Axf"-B=0,

xJ-fA.x.+B^O,

X3-f-A2x34-Ba=0,

Am
~

t~ /\ra->Am"T"ni--i
—"

»

Xn—4'»- 2Xn_i4aI*n_2 —">

Xn"+-An_,xn+ Bn_,— 0,

en las cuales podemos suponer:'." Que el número de estas ecuaciones es el menor posible,

evitando incógnitas y ecuaciones intermedias é inútiles.
2.° Qne los coeficientes

A ,B son funciones racionales de p, q, r...;
A(, B, funciones lineales de xf, con coeficientes racionales de

P, q, r...;
A», B2 funciones lineales de x,, con coeficientes racionales de

P, q, r... x,;
A», B3 funciones lineales de xa, con coeficientes racionales de



Aoi_( Bm_, funciones lineales de xm_,, con coeficientes racio-
nales de p, q, r... x„x2,... xm_2;

An_,, Bu_, funciones lineales de xn_i, con coeficientes raciona-
les de p, q, r... x,, x2... xn_2.

Con estos antecedentes podemos establecer Ires teoremas
importantes.

Teorema 1." Una cualquiera de las ecuaciones, por ejemplo

Xm-H+AmXm+i-f-Bm=0, (2)

no puede ser satisfecha por una función racional

Xm4-i=f (|>, q, r... x„x2,... xm)

de los datos y de alguno de los sistemas de raíces de las
ciones precedentes.

ecua-

racionalDemostración.
—

Si un valor

xm+.= f (p, q, r... x,,... xm)

satisficiese á la ecuación (2), poniendo xm+1 en (2) tendr íamos

P+Amf+Bm= {^__________W\WW\
pero esta es una función racional de p, q
to que f lo es por hipótesis, y lo son Am y Bm: luego
ponerse, empleando el método indicado, bajo la forma

Xm, pues-
podrá
linea

A m—iXm-f*l*m— * —
",

siendo A'm-t y B m_, funciones racionales de
p, q,r... x,... Xm-i

Esle valor de xm, sustituido en

xm4- Am_,xm-f- Bm_i = O, daría A'm_2xm_,-l-B'm_2=0.

Elvalor de xm_,, deducido de la anterior, sustituido en

x'^_14-Am_2xm_i4-Bm-2=0, daría también A'm-3Xm_2-t-B'm_3=0
Y así sucesivamente hasta A'x,-"-B'=0: es decir qu

x:-fAx,+B=0, cuyos coeficientes A v B son funcioneS-CagJfl

B'
fíales de ,tiene una raíz x,=—

—
función racional a



p, q, r...r de donde se deduce que la olra raíz lo es también,

por ser igual al cociente de B dividido por
A'

Cada uno de estos valores de x„ suslíluido en la serie de
ecuaciones (1'), da un sistema den— t ecuaciones (puesto
que la primera desaparece) con una incógnita menos, la x,,
que desaparece también.

De aquí resulla que el sistema (!') podrá reducirse á me-
nor número de ecuaciones, lo cual es contra la hipótesis.

La demostración caería en defecto si una de las relaciones
intermedias, la que se obtiene, por ejemplo, poniendo el va-
lor de xs. deducido de A',_, xs4-B's_i=0, en x2s4-As_,xs4-Bs_,
=0, en vez de reducirla á A',_, xs_,+Bls_2=Q, la redujera!

m\\\\\mh—una identidad 0=0; pero eslo querría decir quexs^T^^B
A s_i

era una raíz de x~ -{-As_,xs + Bs_,=0 para cualquier valor de
x,, x2, x3... xs_,; y entonces podríamos eliminar xs de todas
las ecuaciones que siguen á x¡4-As_1xs+Bs_1 =0,poniendosus
dos valores en dichas ecuaciones, con lo cual obtendríamos
dos series distintas de n —1 ecuaciones con n

—
1 incógnitas,

á saber:
Primera serie: Las anteriores y siguientes á la

X, 4- A^.XsH-B^j^O,
poniendo en ellas la primera raíz de xs.

Segunda serie: Las anteriores y" siguientes también, po-
niendo por xs la segunda raíz.

Se suprimirá la ecuación xsg-f-A»_,x8-f- Bs_,= 0 y ia in-
cognita xs

Y se obtendrá así un resultado contrario á la hipótesis
fundamental de un número mínimo de ecuaciones.

Observación importante. —Para comprender bien la demos-
tración precedente, rigorosa en verdad, pero un poco sutil,
naY que lijarse en las condiciones del problema: las cantidades



x„ xa, x3... no tienen un valor único, sino multiplicidad de
valores .

Por ejemplo, x, tiene dos valores
En la segunda ecuación de las (1') á cada valor de x, que

entra en A,, B,, corresponden dos valores para x.s.
En la tercera ecuación de la misma serie (1') á cada sis-

tema de valores de x„x2, que son cuatro, corresponden otros
dos para la incógnita, y por lo tanto resultan ocho valores
para x3; y así sucesivamente: de modo que hay muchos sis-

temas de valores para x,, x2)... x„,como habíamos dicho.

Ahora bien, la ecuación Xm+.i^rf (p,-q, r... x„x2... xm)
sólo suponemos que existe para-uno de estos sistemas, y por
consiguiente no es general para todos los sistemas. Si lo
fuese, la demostración anterior sería inútil, porque bastaba
eliminar xm+1 de todas las ecuaciones, con lo que tendríamos
una ecuación menos y una incógnita menos, lo cual es con-
tra la hipótesis de haberse reducido el sistema (1') al menor
número de ecuaciones.

Teorema 2.° La ecuación final en x„, que es la del proble-
ma y se obtiene eliminando x,, x2, x3... xu_, del sistema (1'),
es del grado 2n, siempre en la hipótesis de un mínimo de
ecuaciones.

Demostración. —La demostración está reducida á repetir
lo dicho en la observación precedente.

La primera ecuación da dos valores x',, x'',para Xi.

Poniendo cada uno de estos valores en la segunda ecua-
ción en A, y B,, para cada uno dicha ecuación dará otros

dos valores, puesto que es de segundo grado, y tendremos
cuatro sistemas, ó sea 22, á saber :

í

Xi, "Ipara x,
I

x,,
i, '» \

Xt , xa I
para x, "

VIV íX,, xs )
Sustituyen do estos cuatro grupos en la tercera ecuación



es decir, en A2, B2, para cada uno dicha ecuación dará dos
valores ó en totalidad 4x2=2sx2 =23: es decir, estosocho sistemas :

fX5

. x, , x.

>K
tx, • Itt•x»

It IV

•X3para
„II II,

\ 1 \ .
K

'/ ni vtx, ,x2 , x]1

x¡" c*r.*c
XVIH "

IV VIII
i

*
-2
' X-,

Sustituyendo estos ocho sistemas en la cuarta ecuación,
á cada uno corresponderán dos valores para x4 y tendremos
diez y seis sistemas, = 24, y una ecuación del grado diez y
seis en x4 y cantidades conocidas.

En general la ecuación n>\ que sólo contendrá x„, p, q,
r..., y que será la ecuación del problema, ascenderá al grado
2U, que es precisamente lo que nos proponíamos demoslrar.

Así, pues, en problemas bien planteados, sólo podrán re-
solverse con la recta y el círculo los que den una ecuación
final del grado 2n: resultado importantísimo.

Teorema 3.° La ecuación en xn del grado 2a, que da lodas
las soluciones del problema, y ninguna solución extraña; es
decir, que puede descomponerse en n ecuaciones sucesivas, de
segundo grado (no en n factures: hay que lijarse bien en esto)
cada una de las cuales podrá resolverse por intersecciones de
rectas y circunferencias, por ser de segundo grado; dicha
ecuación, repetimos, es una ecuación irreducible: ó de otro mo-



do, no podrá tener raíces comunes con ninguna ecuación de
grado menor y cuyos coeficientes sean funciones racionales
de los datos p, q, r..., conforme la definición de las ecuacio-
nes irreducibles pide.

Demostración.— Supongamos que así no fuese y que tu-
vieran una raíz común la ecuación

Xn-rAn_iXn-J-l>ii_.i—",

y la ecuación F (x„)=0, cuyos coeficientes también supone-
mos que son cantidades racionales de p, q, r...

Decir que ambas ecuaciones tienen una raíz común, quie-
re decir, que un mismo valor de x„satisface á F (x„)=0, y

á xn-fAn_,xn+Bn_i, poniendo en esta última los valores de

x,, xs. xa... x„_, que con x„forman uno de los 2° sistemas de
las ecuaciones propuestas.

Ahora bien, como F (x„)=0 es una función racional y en-
tera en xn, eliminando, como ya hicimos anteriormente, las

potencias superiores de xn por medio de Xn4-An_iXn4-Bn_i=0,

tendremos una ecuación lineal en xn, de la forma A'n_i x„+
B'„_1=0J en la cual A'u_, y B'„_,serán funciones racionales
de p, q, r... xt, x2... xu_, (y por eso ponemos á A'n_i, B'n^
el subíndice íi—1: para recordarlo): advirtiendo que estas x1(

x2, x3... Xn_,. son únicamente los valores que con xn forman
parle del sistema á que la raíz común xn pertenece.

Tendremos, pues, en vez de F (xn)=0,..A/n_1x„4-B'„_,=0
Pero es preciso que A.'n_, y B'n_, sean nulas ambas, es

decir, que la ecuación precedente sea idéntica; porque si no

la ecuación xñ-fAn-! xn-"-Bn_,-=0 quedaría satisfecha por el

valor xn=— B'„_i
fy

—
, es decir, por una función raciona! de p, q,

r... x,, x2... x„_,: lo cual, por el primero de estos tres teore-
mas, hemos demostrado que es imposible.



Cada una de estas dos ecuaciones se encuentra en el mismo caso que F (x„)=0: pudiendo ponerse,
i'»_,-e bajo la forma A'nr_2 xn_I+B'n_3 =0; y
B'n.^0 bajo la forma A"n_2xn_1+B"n_2=o.

Y por la misma razón, es decir, para que los valores de-ducidos para xn_, no satisfagan á x2n_i-f-An_3xn_1+B _ =0debe suponerse que
=0, B' O. A"n_2

—0, B"n_ 2=0
A cada una de estas ecuaciones, que se hallan en el mis

mo caso de F (xn)=0, es decir que son funciones racionalesde p, q, r... xt, x2... xD_2, se le puede dar la forma lineal en
x„_2, y se deberán igualar sus coeficientes á cero.Siguiendo este procedimiento, llegaremos á una serie de
ecuaciones

a;=o, a;-=o, a'; =o,

b;=o, b;'=o, B'/' =0,

cada una de las cuales será una función racional de p, q,
''••• x,, que, por medio de la ecuación A x¡-\- A x,4- B = 0,
debe ser idénticamente nula: de suerte que en último análisis
demostraremos que

A'=0, A"=0, A"'=0
B=0, B =0, B"'=0

Pero en.A' y B'. no entran ya más que cantidades co-dicias, p, q, ,-..; de suerte que se anulan por sí mismas,
""iiependientemente de los valores de x,.
, L"ego cada una de las ecuaciones A'x.+B^O se reduci-la a cero para las dos raíces de x,'+A x,+ B=0, ó sea paraos dos valores de x,: tanto da, en efecto, poner en vez de x,

valor x'„comox",: siempre A'x'.+ B" v A'x",+B' serán
Duids, porque lo son sus coeficientes.

. lo mismo Puede decirse de todas las cantidades de laue (3), y de todas las series anteriores análogas á ésta.



De aquí resulta, como consecuencia final,que la expresión

de donde hemos partido, la A'n-tXn+B'n...,, ó su equivalente
F (xn), será nula para todos los sistemas de valores de x„ x2,

x»...: es decir, que la F (xn)=0 será nula para lodos los va-
lores de xn.

O, de olro modo: F (xn)=0 admite todas las raíces x„ de la
ecuación final del sistema (1'); Y esto nos prueba que F (xn)
= 0, ó es la misma ecuación final ó la contiene como factor, y
es, por lo tanto, de grado superior, y no, como sería preciso
para que dicha ecuación final fuese reducible, de grado infe-
rior á ésla.

En definitiva, la hipótesis es inadmisible: el hecho de con-
tener F (x„)=0una sola raíz xu obliga á dicha ecuación á con-
tenerlas todas.

Resumen
—

1.° Toda ecuación final de un problema, suscep-
tible de ser resuelto por la línea recta y la circunferencia de
círculo, puede considerarse como la ecuación final de un sis-
tema análogo al (I')-

•2.° Su grado será precisamente, en la hipótesis del núme-
ro mínimo de ecuaciones, 2n.

3.° Dicha ecuación finaldebe ser precisamente irreducible

Método general.
—

El método general es bien sencillo en
teoría, aunque de tal complicación material en la práctica,
que en muchos casos es inaplicable.

Todo está reducido, una vez puesto en ecuación elproble-
ma de que se trata, á ver si dicha ecuación puede descompo-
nerse en el sistema (!').

Supongamos que el problema geométrico que nos ocupe
está expresado por la ecuación

x-»+ Pxm-« +Qxm-»4-... +Bx+S =0.

1.° Veremos, ante todo, si esta ecuación es irreducible:
si lo es, podemos seguir adelante; si no lo fuese, se descom-
pondría en sus factores irreducibles, á cada uno de los cua-
les sería preciso aplicar lo que sigue. Y notemos que el mé-
todo de Wantzel supone ya la resolución de este primer


