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CALCULO DE VARIACIONES.

1. El método de las variaciones, debido 4 Lagrange, y que
ha dado origen & una rama importantisima del anélisis matema-
tico, pasa en la mayor parte de las obras que de esla materia
se ocupan, por una especie de calculo hypertrascendente, como
ha dicho Mr. Cournot con tanta oportunidad en su escelente li-
bro titulado Teoria de las funciones y del calculo infinitesimal.
Sencillo en el fondo; pero fundandose en transformaciones y
artificios de analisis , ingeniosisimos sin duda alguna, mas un
tanto nuevos para el alumno que por vez primera estudia esta
teoria, aparece a su vista con formas vagas , indecisas, que no
acierta 4 comprender y a definir bien. -

Mi objeto en los presentes apuntes es, pues, evitar esta difi-
cultad, poniendo en relieve, tanto como me sea posible , la de-
pendencia natural , facil, espontanea, si asi puede decirse, que
hay entre el calculo de variaciones y la teoria de maximos y
minimos de funciones de dos 6 mas variables. Con este objeto
sustituiré 4 la trasformacion tan sencilla como fecunda en
resultados de la integracion por partes, otro artificio, dis-
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tinto en la forma aunque idéntico en el fondo, y (ue sino es {an
espedito como aquel , es al menos mas natural y por lo tanto
mas facil de comprender para el alumno.

Antes de entrar en maleria resumiré con la brevedad posi-
ble la teoria de maximos y minimos de funciones de muchas
variables; pues tal ha de ser mi punto de partida, y la base
del método que mas adelante espondré.



PARTE PRIMERA.

Maximos 6 minimos de dos ¢ mas variables.

2. Principio fundamental. Una espresion de la forma
aA—+-bB—+cC~+dD~-.....=0
enlaquea,b,c,d,..... son variables independientes entre si,
YyA,B,GC,D,..... no contienen dichas magnitudes, no puede
ser igual & cero para todos los valoresde @, b, ¢, d,.... sin que

se verifiquen las condiciones,
A=0, B=0, C=0, D=0.....

En efecto, sean o/, V', ¢/, d/,..... Yo, Bl e IR dos
sistemas de valores de a, b, ¢, d..... ; tendremos evidente-
mente,

&' A+-b'B-+c'C+d'D..... =0
"' A4-b'B4+c'Cd'D. .... =)

y restando de la 1." ecuacion la 2.°,
(@'—a"")A=0:
ahora bien, como a’—a’" no es cero, puesto que @’ y a’’ son
dos valores de a esencialmente distintos, debera verificarse la
condicion
A=0, -
y del mismo modo podriamos probar que deben verificarse las
condiciones
B=0;,.£=0,:D=0....
5. Metodo general. Cuando una magnitud variable u
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dependiente de otras magniludes x, ¥, 2,..... en namero n,—ya
sean estas ultimas independientes, 6 bien existan relaciones
cualesquiera que las enlacen,—pasa por un valor maximo 6

minimo correspondiente al sistema r=a, y=>b, z=c,..... este
valor de w permanece casi-consfante aun cuando @, ¥, 2,.....
varien, siempre que las diferencias v—a, y—b, z—c..... sean

infinitamente pequenas: 6 lo que es igual, las variaciones de u
a@ partir del valor maximo 6 minimo seran infinitamente pe-
quenas comparadas con las variaciones Xx—a, y—b, z—c¢,.....
de las variables X, ¥, Z,.....

Esta condicion general se espresa analiticamente igualando
4 cero la variacion de u & partir del maximo, toda vez que esta
variacion es un infinitamente pequeno de 6rden superior; y se
resuelve, segun mas adelante veremos, en otras varias condicio-
nes, (ue sirven para determinar los valores de x, y, z,..... cor-
respondientes al maximo 6 al minimo.

4. Consideremos la funcion

u—=[(T, Y, 2.....)

de las variables z, v, z,..... y tratemos de determinar el valor
maximo 0 minimo de w, asi como los valores correspondientes
de z, 9, z,--...

Representemos por @, b, c,..... estos ullimos, y supon-
gamos que x, ¥, Z..... reciben & partir de a, b, c,..... las va-
riaciones infinitamente pequenas dx, dy, dz..... : la variacion

23 Sl ) R o B O B o -
du serd igual, designando en general por f; ’ f: s f: aalsy. las
derivadas de [ respecto & x, y. z, 4 la espresion siguiente,

! / I
du=f"(a,0,c...) d.r,-i--f; (@,.b, €...) dy—l—f: (D B Y sty -

Para que los valores a, b, ¢,..... correspondan & un va-

lor maximo 6 minimo de » debe verificarse [ntim. 3] la con-
dicion
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() du=0 6 bien f' (4, b, .., dz+f "(a, b, c...)dy

+fg' (@, b, €...)dz.5..=0

Ahora bien, si &, y, z..... son variables independientes,
es decir, sidw, dy, dz...., son variaciones arbitrarias , y ta-
les por consiguiente, que pueda variar una de ellas sin que las
demas cambien, la condicion (1) no podra quedar satisfecha
sin que se reduzcan 4 cero los coeficientes de dz, dy, dz
(nim. 2); luego tendremos

@ f @b, c..)=0; f @b, ec..)=0;

f: (@ bstiesn s == 0kt

Siendo n el nimero de variables independientes, n sera
tambien el nimero de las ecuaciones (2), y facilmente podran
deducirse los valores de las n incognitas a, b, c.....: susti-
tuyendo en u={ (z,y, 2.....) por €, 9, z.....; @, b, ¢....., se
obtendra asimismo el valor miximo 6 minimo de x.

5. Si @, y, z...., no son variables independientes, v
existen por lo tanto ciertas relaciones entre dx, dy, dz.....
no podra aplicarse 4 la ecuacion (1) el principio del nim. 2,
v deberemos modificar, segun esto, el método (que acabamos
de esponer.

Supongamos que existen entre z, , z....., las relaciones:
@) ®@y,2..)=0;¥ (2,9, 2....)=0; I (z, 9, 2....)=a..

en numero m, siendo m<n,

Las relaciones entre dx, dy, dz..... correspondientes al
maximo 6 al minimo estaran espresadas por las m ecuaciones
siguientes



49,/ (a, b, c.......... ) dzit.. =0
: v/ (a, b, c...) de+%/ (a, b, c.....) dy
@ (e, b, 0. de.t..=0
o/ (a,b,c...)de+1/ (a, b c..)dy
40 (a'b el ) de... . == -

............................................................................

y puesto que entre dz, dy, dz..... existen las m relaciones an-
teriores, solo podremos considerar n—m de estas cantidades co-
mo independientes.

Ahora bien, ocurre desde luego que para reducir este
caso al del nimero anterior bastaria: 1.° sacar de las m ecuacio-
nes [4] los valores de m diferenciales en fancion de las n—m
restantes; 2.° sustituir en la condicion general (1) estos valores;
3.° ordenar la ecuacion que resultase respecto & las diferencia-
les independientes ; y finalmente igualar & cero los coeficientes
de estas diferenciales. ;

Sea

Ade4+-Bdy+Cdz..... =0

la ecuacion que resultade efectuar las {res primeras operaciones
indicadas , en la cual A, B, C, son funciones dea, b, c.....

Las diferenciales que la ecuacion anterior contiene son in-
dependientes entre si, luego aplicando el principio del nime-
ro @ , tendremos las n—m ecuaciones entre @, b, ¢.....

A=0;B=0;C=0._..

y uniendo 4 estas las m ecuaciones,

o (@, b,c..0=0;w(a,b,ec..)=0;1 (b c...)=0..
que resultan de sustituir en las ecuaciones de condicion [3]
POr 2B, Y5 Zvors @ b s tendremos n ecuaciones con n
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incognitas a, b, c..... , cuyos valores deduciremos inmediata-
mente.

6. Sin embargo & este método, que es sin disputa el mas
natural, y algunas veces el mas veniajoso, puede sustiluirse
en muchas ocasiones otro procedimiento mas sencillo y sobre
todo mas elegante.

En efecto, deducir de las ecuaciones (4) los valores de m di-
ferenciales para sustituirlos en la ecuacion (1), equivale & eli-
minar dichas m diferenciales entre las m—1 ecuaciones [4] [1],
y esta eliminacion puede efectuarse con suma sencillez por el
método de los coeficientes indeferminados.

Multipliquemos para esto cada una de las ecuaciones [4]
por un factor indeterminado 2/, 3"/, A’"..... sumemos todos
los resultados asi obtenidos, y agreguemos & la suma el pri-
mer miembro de la ecuacion (1); llegaremos de este modo & la
ecuacion siguienfe:

F 3t o Hag ! o r\
(5) (f: i X "‘I""1 x -+ i ) dx
+(f;f+;\’ S!’y'—i-l”‘Fy’—l-lml'ly'....)dy—i- ----- =0

Es claro que podremos determinar los valores de las m in-
determinadas ¥, ), ..... con la condicion de que desaparezcan
de la ecuacion (5) m diferenciales: baslard para esto igualar m
coeficientes de la ecuacion (5) 4 cero, y deducir de estas m
ecuaciones los vaiores de las m cantidades . 27, 2"..... Sustitu-
yendo estos valores en la ecuacion [5], desapareceran m di-
ferenciales, y la’ ecuacion final que solo contendra las n—m
diferenciales arbitrarias, y las cantidades a, b, c..... sera
equivalente a la ecuacion A dv—+ B dy +Cdz..... — () obtenida
por el primer mélodo.
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El procedimiento que acabamos de esponer esta reducido a
lo siguiente: 1.° se obtiene la ecuacion (5) por el método ya
indicado; 2.° se igualan m coeficientes & cero, y se deducen en
funciondea, b, c..... losvalores de ¥, »,x"...; 3.° se sustituyen
estos valores en la ecuacion (5); 4.° se igualan & cerolos n—m
coeficientes restantes, y uniendo & estas n—m ecuaciones las
condiciones generales =0, w =0, 1 =0..... se despejan entre
las m ecuaciones resultantes los valoresde a, b, c.....

Ahora bien, esto equivale & igualar & cero todos los coefi-
cientes de la ecuacion (5), y, uniendo 4 este sistema de n ecua-
ciones las ecuaciones en nimero m -
o (@3ib,10::55:.)=03Y (@b e )=030(a, by 6 Y20

despejar entre las n-+m que se obtengan las n—+m incognitas
¢73.03 el 2 U R LT

7. No creemos necesario insistir mas en la esposicion de
los principios fundamentales del poblema de maximos y mini-
mos, pues basta para nuestro prop6sito haber recordado ligera-
mente lo mas esencial de esta teoria.

Por otra parte, como en el cdlculo de variaciones, segun en
las obras elementales se espone, solo se desarrolla la condi-
cion comun al maximo y al minimo, sin tratar de las condi-
ciones (ue caracterizan cada uno de estos dos casos, tampoco
indicaremos nada sobre este particular, concretdndonos al pri-
mer punto, que es el Unico que la indole de este escrito y sus
cortos limites nos permiten abordar.



SEGUNDA PARTE.

—

Consideracioncs generales.

8. Si en la integral definida

«Tm (n)
Mz/V ('-f;y'; y!s y”n---y )dx,
T,

en la cual V es funcion de la variable z, de la funcion arbi-
traria g, y de las derivadas y’, y", y'"..... y,™ se sustitnyen
por y diversas funciones de z, ¢ (z), ¢, (¢),¢, (2)..... en name-
ro infinito, y por ¢/, 4", y'"..... las derivadas correspondien-
tes, —4' (), o’/ (#), ¢"" (@)..... enla hipbtesis y = ¢ () ; ¢/ (%),
¢,/ (),9/"" (¥),.... si se supone y=¢ (); y asi succesiva-
mente,— la funcion V se reducird & una funcion inmediata de
z, distinta en cada una de las hipétesis y =¢ (2), y = ¢1 (2).....
y la integral M tomard infinitos valores M, M;, Mo,.....

Por ejemplo, si se supone V=az?+4y—zy'; ¢,=1;
T, =2, tendremos,

ai=/’"(m2+y—xy’}d.-v.
S

v sustituyendo por y la serie arbitraria de funciones
i e T R e
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resultara para M la serie de valores numeéricos:

L -log. 4;; 05 = —2 (cos. 2— cos.1) —2sen 2+-sen{.

9. Resulta de las consideraciones que preceden, que la in-
tegral M puede considerarse como una magnitud variable; mas
la idea de que una cantidad varic, implica esta otra idea: que
varia por algo; es decir, supone la existencia de una 6 mas
variables independientes: ; Cudl es segun esto la variable,
6 la serie de variables de que M depende? La magnitud M
varia con la funcion arbitraria ¥y = ¢(z), y en este supuesto se
dice que la integral M es funcion de la furcion arbitraria
y= ¢ ().

Veremos mas adelante que esto equivale & considerar M co-
mo funcion de infinitas variables.

10. Acudamos al método de las representaciones geométri-
cas para hacer mas palpables aun los resultados que preceden.

Fig. 1. Sirepresentamos por AB, y ab, dos curvas cuyas
ecuaciones son respectivamente v=V (), y= ¢(z), la inte-
gral M estara representada por el érea ABPQ comprendida entre
1las ordenadas AP, BQ correspondientes & las abscisas OP = z,,
00 ==z, el eje de las =,y la curva AB.

Puesto que la funcion V depende de la funcione , la forma
de la curva AB dependera asimismo de la curva ab, y podra
decirse abreviadamente que la curva AB es funcion de la ab.

Analogamente, el area ABPQ dependera de la curva ab,
v si esta Gltima varia de forma por la ley de continuidad al
pasar & las posiciones a’ b’, a” b”....., el area M = ABPQ
variara tambien por la ley de continuidad : observacion impor-
tantisima, en que estriba por decirlo asi todo el célculo de varia-
ciones.
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11. Enire los infinilos valores que recibe D‘I:/‘w'“v da,
e mo

cuando ¢ (#) varia, habrd en general uno ¢ varios maximos
6 minimos: la deferminacion de estos valores y de la fun-
cion ¢ () correspondiente es el objeto del calculo de variaciones.

Diremos pues, que el calculo de variaciones tiene en gene-
ral por objeto hallar los mazimos 6 minimos de integrales
definidas dependientes de funciones arbilrarias , y la forma
de estas funciones.

12. Teorema. 1.° Toda integral definida de la forma

fx“‘ V(z,y, ¥.....y") dz, en que z, y &, son cantidades
xﬂ
constantes , puede considerarse como funcion de n-1 series
de variables.

2.° El namero de variables que cada serie contiene es in-
finito.

5. De estas n-+1 series, solo una de ellas puede consi-
derarse compuesta de variables independientes.

Para que la demostracion sea mas sencilla podremos supo-
ner que el indice n es ignal & dos unidades.

Descompongamos el intérvalo z,—z, en m partes iguales,
siendo m un numero infinifamente grande, y designemos cada
una de estas partes por dz: tendremos la serie

z,, T,4+dr, z,+4+2dz,x,+3dz,..... Tpn=a,~+mdx.

Supongamos que se fija arbitrariamente la serie de valores

de vy,

Yoo Yus Usa Ygsrene Ym

con la condicion de que las diferencias sucesivas y,—v..y,—,..
sean infinitamenfe pequenas: estas series equivaldrin 4 una
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de las infinitas funciones y=¢% (¢), y determinarin las dos
nuevas series '

yofa y.’- y,’. y,f, ..... Y

/o o P
PR | e T R e Y

rlens ’ Yo—Yp=1. yrp_"y’l'—i
cuyostérminos generales sony’, \=—+-——; ¢/ y=——7"——.
> dz dz
Descomponiendo ahora la integral en sus elementos, resultara:

h‘l = V (‘ro’ ! o? yo!’ yu”) d.‘]'.? +v (xn yl’ y!” y‘H) d.‘l‘
—I—V(.’B’, ys’ ynr’ yt” )dm+'

En este valor de la integral entran las tres series de variables

yoy y;; y!9 ys, """ / s

! ’ ! ’
yo : yl L5 y’ » ?f; I IS 3 m’s
1 1 r rr 144
yo ’yl ’yn ’ya’ """ Ym >

de las cuales la primera estd compuesta de infinitas variables

independientes. Determinada esta serie, las dos restantes que-

dan determinadas tambien, asi como el valor M de la integral.
Generalizando las consecuencias que preceden resulta, que

2T

la integral j V(z,y, y'...y™ ) dx puede considerarse como
x

funcion de las n—1 series de variables:

(). PNz Wor Doori Ui Useces Lo
yor’ y;r! y.fs U,f: ----- ?}'mu
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4
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(n) (o) m) (w (n)
yo ’yt ’y: 3!5 sH---ym 3

la primera compuesta de variables independientes, y de fun-
ciones de y,, ¥,,.....1as demas.

15.  Puede llegarse & estos mismos resultados por considera-
ciones geomélricas en estremo sencillas.

Fig. 2. Supongamos que sobre el eje de las z se fijan los
puntos x,, &,, &,, ¥,,.....T, infinitamente préximos entre si, y
en cada una de las ordenadas z,a, «,@,.....0,a,™ los puntos
a, @, a’.....a™ tambien infinitamente proximos: resultara la
curva continua aa™ que serd una de las comprendidas en la
espresion y=¢ (z).

Pero una vez determinada la curva ¢ (), 1a tangente en cada
punto, el radio de curvatura, y en general las derivadas yliy....
quedan determinadas tambien; luego podremos mirar Ia serie
infinita de valores de y, como una serie de infinitas variables
independientes, y las series en 4/, 9”,.....5™, como ofras tan-
las series de variables dependientes de los valores de Y.

14. Pueden sustituirse 4 las variables de 1a1." serie algunas
delas comprendidas en las restantes, considerando las nuevas
variables como independientes.

x.m
Sea por ejemplo la integral M= [ V(x, y, 9/, Y,y da:
xﬂ

resulta de lo dicho que podremos mirar

Yos Yo » Yo 5 Yss Yu+--Yuts Yu3s Ym''> Yo Yums (i)
como una serie de variables independientes..
Fig. 5. En efecto, y, determina la posicion del punto a; y ’
la direccion del elemento aa’, y por lo tanto el punto o/ corres-
3



144 — 18—

pondiente 4 la abscisa z,-+dx; y,” el incremento de y/ 6 la di-
reccion del lado infinitamente pequeio a’a’’, es decir, el punto
a’; y, el punto @’’’; y asi en adelante hasta y,_s que fijara la
posicion del punto b”’. Por otra parte y m determina el punto
b; y' . el elemento b’ 6 el punto b’; y " el punto b” del
elemento b'b”.

De donde resulta que la serie (i) determina la forma de
la curva ab y todos los elementos restantes de las series (n).

15. Si como acabamos de demostrar, la integral M equi-
vale 4 una funcion de infinitas variables , y si por otra parte los
métodos espuestos al principio de estos apuntes no dependen
del ntimero de variables, claro es que no habra obsticulo al-
guno para aplicar & este caso los procedimientos esplicados so-
bre maximos y minimos de funciones de muchas- variables in-
dependientes. _ :

Asi pues , hé aqui la marcha que deberemos seguir en to-
dos los problemas del célculo de variaciones :

1.° Descompondremos la integral en m elementos, siendo
m un nimero tan grande como se quiera.

9.° Consideraremos en la serie (n) m—+1 de las varia-
bles que contiene como independientes, y lus m+1) m+4)
“—(m—+1) =n (m-+1) restantes como funciones de las prime-
ras, y aplicaremos en este supuesto a la integral M el mélodo
esplicado en el nim 5.

16.  La aplicacion del procedimiento del ném. 5 supone
que las variables independientes reciben 4 partir del maximo
6 del minimo una variacion infinitamente pequefia: asi por
ejemplo la ordenada mp fig. 4, recibird el incremento mm’; la
tangente en el punto m esperimentard asimismo una varia-
cion positiva 6 negaliva; y en general, todas las variables de

la serie (n) recibiran incrementos 6 decrementos infinitamente
pequenos.
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Estas variaciones se representan con la letra griega s paradis-

tinguirlasde las diferenciales; ylas espresionessy, &', 8y”.. 3y® —

que representan las variaciones de las ordenadas, y de las de-

rivadasy’, y'’.....— se designan con los nombres variacion v,

variacion y', variacion y'’.....

17. Suponiendo que ab representa la curva correspondien-

te al mdximo 6 al minimo, el conjunto de variaciones

aygD ay;!aygl ays..-.. aym

determina una segunda curva &’ b’ infinitamente proxima & la
primera, cuya ecuacion serd y= ¢ (). Introduciendo la condi-
cion y=e4(x) en la integral M, resultara para esta integral la
variacion eM, que sera infinitamente pequena de érden supe-
rior sidy, 8y, ..... soninfinitamente pequenas de primer érden.

T m
Maximeos y minimos de la integral Vdz
xll
cuando los limites z,, 7, son constantes.

18. Supongamos para simplificar los calculos que la fun-
cion V solo contiene las tres primeras derivadas o', ¥/, y''":
descomponiendo la integral en m elementos resullara,

M:v(xn' yu! yn" yo”! yn'”’}d‘r—'_v(xl » yi’ yl” yt”! yim)d':r
+. e V(.‘I:m 3 ym; ym’: ym“’ ym””)dx‘

Aplicando- el principio del (ndm. 3), y representando en
general porY, Y, Y, ... las derivadas de V respecto 4y, ¢/, y""...,
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y por Y,, Y, ,Y,”,..... los valores de dichas derivadas para x,,
tendremos:

3M=(Yoayo+Y!osyro+‘Yffuayno_l_YfHosymo)dx
__'_(Ylsyt_'_Yrlay:l_‘__Yfflayul_l__YH!layml)dm

_|_ (Ymaym_l—Y!msy" m-'i"Y”may”m"'i_‘Y”!mS?f’”m)dw:O
6 abreviadamente sM = f dz Y oy—+ - “dr Y 3y
xﬂ
3 Um
+ da, Y.r"f ayff+ L/ d,v 'Yfr"faqfff (l)

19. Consideraremos como wvariables independientes las
comprendidas en la serie

Yor YWos Y05 Ys> Yurovro-Ym—ts Y55 Y ms Y ms Yo
y trataremos de eliminar de sm las restantes; para lo cunal trans-

formaremos cada una de las integrales de la férmula (1) en
ofra, que solo contenga las variables independientes

fi "
yo! yo L yo 2 y:s’ y&‘“"

Wm

20. Transformacion de j Yéydx="Podremos cambiar en la
x
o

Ty
integral /‘ Ysydx los limites @,, y @, en z,+53dz y &,—3dz,

con lo cual cometeremos un error infinitamente pequeio de se-
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gundo 6rden representado por la suma (Y 2¥,+Y 2¥ Y 3y,
F YooY o t-Yoi? ¥ +Y,3%,)dz, y por este medio habre-
mos hecho desaparecer de la primera integral las variaciones
Y %Y, % m—2.%m—1, N0 comprendidas en la serie del nim. 19.

Resultard, pues, representando por L la primera integral
de la ecuacion (1)

Tn—3dx
I /' Yeydz (L)
: z —+-5dx

Ty
Y'8y'dz=La integral propues-
x

21. Transformacion de f
0
ta, que designaremos por L, puede desarrollarse en la se-
rie. de términos (Y/sy,/+Y/%y/+Y /8y, ....... A e
Y0¥ Y W dy w)dz=L/, de la cual deberemos elimi-
nar %/, d&./..... %' m—, en funcion de las variables indepen-
dientes.
Fig. 5. 22. Sea AB la curva correspondiente al maximo
0 al minimo, y A’B’ otra curva infinitamente préoxima & la pri-
mera: AA’ y BB’ seran dos variaciones conseculivas de y que
representaremos por®y, 4, %y, , y podra establecerse desde lue-
oo la relacion ,

8y’ p_1=tang. B’A’C’—tang. BAC;

5 bien 34’ _]}'Cf B_C _-_B’G’—BC _B’C"—‘I—BC’—(BC—FBC’)
N Bam i i Al dx

BB/ —AA’ A VR Yy
Saroggi o) y por ultimo: &' , 4= gt
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Haciendo variar ahora p entre 1 y m--1 , resultaré :

St

8y, gty Y,

: n 8y’ Fl
no Yol m— 1 i .
I‘)y —— oYm d.i;;{."l_i‘ 3ym"= Y mt _%n

Tm
y sustituyendo estos valores en la integral f Ny do =L/
e

obtendremos la espresion

,Syi 0 ray: — I J; ! a'l
(Y d R da;+Y g

+Y oy

Y m—1 , vy 8Ym 58 5
dx R dz )

6 bien

L= Y, %u+1—Y 2y,

Y1;"—Yof« Y‘r___Yii Yr]n_Y!m—l 5
_[ et ety S o ; dx.

Supongamos ahora que el niimero de elementos de la integral

A : . o, Y —Y
crece hasta el infinito: de se aproximara a cero; = o Pt

!
tendera hacia el limite S i MWt S Teducira 4 &y, y fi-
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nalmente la parte relativa al paréntesis se reducird 4 la inte-

“Um Yy’
—8
gralfxn 75 dz.

Tendremos pues

Tudy
=Y, 8y.—Y, s‘;o—-—f - Jaydm,
6 representando en generalw(w,)—w(z,) por la notacion [¥ (a:)]m

m ’cm
=yl [y s

0 mo

23. Despreciando,—analogamente 4 lo que hemos hecho en
el nim. 20 ,—algunos infinitamente pequenos de segundo Or-
den, podremos sustituir el valor anterior de L’ por este otro:

ad’o .
L'=[Y'3y f ——oyd'c (%)
Z,—+3dx dw

espresion en la que solo entran las variaciones arbitrarias
1

n,ai ;,sf 400" -aym——-haym—?noym

94.—=Teorema. Deducese ademas, de lo espuesto en los nu-
meros 21, 22 y 23, que en general dla formula
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T
N f 287 dx
’_ ‘r

puede sustituirse esta otra formula :

i
Y%y" daz = Designemos  por

0

25. Transformacion de f
T

L’” el valor de esta integral; tendremos aplicando al caso actual
Ja formula {(N),

m a:m—-—ﬁd.’ﬂdY#'
L/ ==Y 4y —»-f —3y'dx;
* J g -Bdx dx

y andlogamente, sin alterar los limites (nim. 20.), podra susti-

mm—5ddef/
tuirse al término f Tay" dx , segun laféormula(N), la
x+-3dy 4

espresion

[d 'Yff ]m xm—--ﬁdxdq Y!f
Binvid o x,~+3de 4T
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y poniendo en L” este valor resultars

y” xm-uded:w
L=l v oy 1T BgJ 5. f - sydm: (L)
+3dz @

espresion en la cual solo entran las variaciones arbifrarias

Wos Yo » .o Wyeeno. Ynis Wus> Wn, Y.
Tm
26. Transformacion de f Y &y’"dx = Designando por
x

1]

L' la integral anterior , aplicando el principio del nim. 24, y
recordando que siempre pueden sustituirse los limites et el )
por x,~+3dx, y x,—3dx, v reciprocamente , tendremos -

L — [Y”"Sy"] /}{Gm—?)dxdyufsy”dm: Y”:‘a,y#___may! 4
s +3dz 9° : ge il

’Em‘-—{)daﬁd Y

-!—-[ az 3y "dx
T, ~+-3dx

v finalmente:

ay’” g R
e gt sy’
L . [Y y P Sy_lu

T 3T gsyrrs
L2 f gx yd.’!’ [LH“
T, +3dr dr*

espresion en que solo emtran las variaciones arbitrarias de

-

]a Serie aya’ 8? 0” ayo”l syar ay‘s ----- a?,m-—&: a.‘?m—".’n sffm”s Oy m’, ay me
27. Sustituyendo en la férmula (1) los valores L] [L/] (L”]
[L”’"1 tendremos por ultimo :
4
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= T 1 g
) N o

(2)

_Zda, r Y/ syl
_;_/ Y_E?__f_%__d :‘3 ) Syd.‘B:O.
& —a-ad:c &0 b G

Facil seria ya deducir por analogia la espresion de &M para
cualquier valor de n: sin embargo, 4 fin de simplificar los
calculos conservaremos para el indice n el valor 3, con lo cual
es evidente que no perderan nada de su generalidad las conse-
cuencias & que bien pronto llegaremos.

98. Hemos supuesto hasta ahora, que las variaciones

» ~ T A ~ ais M s
Mo U5 Y WYeaenan W35 W5 W5 Yn

son independientes entre si; sin embargo, puede suceder que
las variaciones estremas oy, , 8y, , ®,”, Yw”, WYn', Wn, ten-
gan que satisfacer & ciertas relaciones, quedando arbitrarias las
variaciones intermedias 8y;...... 3Ym—3, ¥ €n este caso habri
que aplicar el principio del nim. 5 como veremos mas ade-
lante.

29. Supongamos , en primer lugar , que todas las variacio-
nes del niim. anterior son arbitrarias: ordenando el valor de M
por relacion a 3y,, ey ..... ; desarrollando la integral en sus
elementos ; v representando en general por T la espresion

e /! ayrrr
( Y—%—!--‘-id—}———d;, )dm, por T, By).51 Ty, Ty los

valores de T para cada uno de los elementos de la integral, y
por _lJ.BJ, ..... 1as COBﬁ;'}gnms de 3yu ! Bya", ..... tendremos :
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M == A o 8Yat-B 1 8w -G 39 —Cy 80 —B; 3, '—A, 3y,
w4 Tl sl g bt ol

y segun el principio del nim. 4, obtendremos las condicio-
nes siguientes: .

(3) An=0; Bu=0; Cn=0; C,=0; B,=0; A,=0;
T =02 =02.0T0 i=08 =0

30 Exdmen de las condiciones [3]. Al conjunto de las
condiciones

B Ouil=—0 a0 Topei0,

5. ety R e NG T Y
puede sustituirse la condicion Gnica T=0, 6 1*?35 —}——E;

dSYa’H 3
- =0, considerando en esta espresion 4 x como variable

entre los limites x,—-3dx, rn—>5dx, 0 bien x,, y x,. La espre-

dY! ds 'Y!f dGYff!
sion Y——

4 . — ———=0 conliene en genecral las varia-
dv ' d* dr’ ; 2

bles x, y, 4", ", y”', 4", y* , y*', y es por lo tanto una-ecua-
cion diferencial de 6.° orden con des variables x € y; ha-
llando pues su integral general que representaremos por
@ (w, y,a,b,c d, e [,)=0y que contendrd seis constantes
arbitrarias @, b, ¢, d, e, f,la curva®=0 sera la correspondiente
al maximo 6 al minimo de la integral propuesta.

Por otra parte, entre las seis ecuaciones A,=0; B, =0;
Cn=0; C,=0; B,=0; A =0, que contienen las seis incognitas
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Yor ¥ s U,"s Ym> Yu'» Ym”» Podremos deducir el valor de estas
seis incognitas y por lo tanto determinar los valores de las cons-
tantes a, b, c, d, e, f.

En efecto, puesto que la curva =0 ha de pasar por los
puntos (z,, ¥,) (Tw, ¥n), tendremos las dos ecuaciones

®(T,,Y,» 0. b,¢.d,e,[)=0 %(a}
D (T, Yus &, b, C, d, e, [)=0
ademas, designando por ®'=0, v ¢”=0 las relaciones que re-
sultan en ,y, %', y&, y, ¥, y”. de diferenciar dos veces la
ecuacion ®=0; 6 lo que es igual, suponiendo

de do a o o o do
f— ! e il 1= s
T dyJ Y 5= +2dwdyJ+y'y+ y’=e"

tendremos las cuatro ectiaciones

(bf('.'l-'o, 'yn’ yoj’ a” b’ C, d’ 8, 0:'0

O (T, Yms Y'ui» @, b; ¢, d, e; /=0
o"(o, Yo ¥,'. 4., @, b, ¢, 4, e, /=0
¢!f(:cm’ Y ?)‘fm’ _y!!m, a,b, e, d,e, p =

(b)

Las seis eciaciones (a) (b) determinan los valores de a, b,
¢, d, e, ¥ el problema queda completamente resuelto, en la
parte que se refiere a la determinacion de la curva, 6 de la
relacion @ /#y)=0 correspondiente al maximo 6 al minimo
de la integral.

31.  Las condiciones obtenidas en los niimeros anteriores no
son suficientes para que la curva ® =0 corresponda & un maxi-
mo .6 & un minimo, ni dan 4 conocer tampoco cual de estos dos
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casos tiene lugar. Sera preciso ademas (que 3°M sea constante-
mente mayor 6 menor que cero para todas las relaciones
y=w(x), que representen curvas infinitamente préximas &
®=0; 6 que si se verifica la condicion 8*M=0, se tenga al

mismo tiempo 3°M=0, y ‘M ;0: y asi sucesivamente.

Solo demostraremos la primera de estas proposiciones, por
ne detenernos demasiado, y por que ademas, esto hara ver
que en nada varia,— aplicado 4 esle caso,— el método de de-
mostracion que se emplea para el de una ¢ mas variables in-
dependientes.

Sea y=v_ (a); y=v _(@). . y=w (2)... y=w (2); y=w S(@);
una serie de funciones de 2, de las cuales y=w (x) corresponde
al maximo de M, y las demas representan curvas infinitamente
proximas & y=w («), y designemos por Q, P, N, M, L, K, H,
los valores correspondientes de la integral: podremos formar la
tabla siguiente de diferencias sucesivas:

funciones arbitrarias. . Wy W WL W, W) W,
valores de laintegral. . ¢ P N M L K H
variaciones primeras. . 3Q &P N &M 3L 8K
variaciones segundas. . *Q &P 8N M 8L

Supongamos que M es un valor mdzimo de la integral: la
segunda série, 6 los valores de la integral seran crecientes has-
ta M, y & partir de este punio decrecientes: luego las diferen-
cias primeras 6 las variaciones ¢Q, eP, &N seran positivas, y
negativas las variaciones M, 3L, ¢K ; ademas la variacion de
la integral en el intérvalo de &N 4 M pasara por cero, segun
hemos deducido ya de otras consideraciones espueslas al princi-
pio de este escrito. Ahora bien, puesto que las variaciones
primeras forman una série deereciente dedicese de aqui, que
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las variaciones segundas &'(Q, i L . SETAN CONSTANTEMERTE
NEGATIVAS para todas las funciones arbitrarias w(X).

Del mismo modo probariamos que si el valor M es un mini-
mo las variaciones segundas deberan ser CONSTANTEMENTE POSi-
TIVAS.

32. De aqui resulta, que para conocer si la funcion de-
ducida de sM=0 corresponde & un maximo 6 & un minimo de
M, serd preciso en general, ¥y 4 menos que algunas condiciones
particulares del problema no hagan inttil esta investigacion, se-
ra preciso decimos, delerminar el valor de 3*M; pero la deler-
minacion de 2 es en estremo delicada , y exije desarrollos que
no tienen cabida en los esfrechos limites de estos apuntes.

53. Las condiciones indicadas en los nimeros anteriores
para el maximo 6 el minimo de una integral , pueden caer en
defecto algunas veces , por ejemplo, cuando el maximo 6 el mi-
nimo es un maximo 6 un minimo singular; pero no Nos ocupa~
remos de estos casos por razones semejantes 4 las indicadas er
el niimero anterior.

54. Hemos dicho en el nimero 28, que tal vez existan rela-
ciones particulares entre las variaciones de los puntos esfremos,
y debemos examinar qué modificaciones sufre en este caso el
método general espuesto en los nimeros precedentes.

35. Teorema. Sea

5 Lp—ddT
GJI:[A sy—+B oy —+C By"”] +/ i T sy=0
o Y T,t3dz

la variacion de la integral espresada en funcion de las variacio-
nes independientes 3y,, 8y, , &y,"...... .. no podra verificarse

la condicion 8M=0 sin que separadamente se verifiquen las dos
condicinnes



~1

z bk Xp—3dx
[A sy—+B sy + 7 ay”J =0; T sy=0
0 < x,+3dx

En efecto, sea amnpb fig. 6.", la curva correspondiente al
maximo de la integral M, y aa’a”cb”b'b, aa’a’’c’'b''b'b,..... va-
rias curvas infinitamente proximas & la primera, y ftales que
tengan entre si en los dos puntos estremos a, b, un contacto de
segundo 6rden, 6 lo que es igual, cuatro elementos comunes:
aa’ ,a’'a”’ ena; b, ¥’ en b.

La parte relativa & los limites
AndYatBudyutCndy’n—A, sy, —B, 3 P Y
serd la misma para las dos curvas ach, ac’b, puesto que y,,
Y ¥ Yas Y, Y, son las mismas para todas las curvas
(que pasan por @ y b y tienen un contacto de segundo 6rden en

& p—odT
dichos puntos; mas la integral - Téy serd evidente-
“ x,+3dz
mente distinia para cada una de las curvas acb, ac’b; si repre-
sentamos por D la parte correspondiente 4 los limites, y por E/, E”
los valores de la infegral para cada una de las curvas antes in-
dicadas ach, ac’b, resultard,— puesto que 8 M es cero para todas
las curvas infinitamente préximas d anb,— &8 M=D—+E'=0, y
3 M=D—+E”=0, y restando de la primera ecuacion la segunda
E’—E”=0: resultado absurdo & menos que no se tenga E'=0,
E”=0, y en general E=0 para las curvas acb, ac’b, ac”b.....

Podremos pues deducir de lo que precede, que la condicion

M=0 no puede verificarse 4 menos que las dos condiciones

m & o—3dT
I:Aay-+~B ay;—!—ﬂ a‘y” ] :0;/ +'-d T8y=0;
' z4-5dz

no tengan lugar 4 la vez.
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35. Supongamos ahora,queentrey,. 9, . ¥, . Y, V'  Yu”
existen las dos relaciones

»=0; v=0,
Puesto que en la ecuacion
An %n—+Bn %'n+Cun 3y"n —A, 3y,— B, 3y,'—C, &y,” =0

no son arbitrarias todas las variaciones &y, ¢ y....., DO po-
dran aplicarse al principio del nim. 2 y serd preciso acudir
al método espuesto en el nim. 5.

Tomando las variaciones de @, v w tendremos:
o 3y, 9! sy 40 syt Yyt L)

Yo Yo Yo Ym Ym

. ('b’ b ay”m :0

Ym :
(P V)

LT o AR o R TR S T T
Yo Yo Yo Ym Ym

*‘1—‘1’;’”‘“39”“ :n )
y eliminando entre las ecuaciones (o ), y la ecuacion
An Wat-...=0, dos de las variaciones 8y, &, ...— por ejem-
plo, 3y,”, 8"n que consideraremos como funciones de &y,
%Yy, 8Yms 2Y'm,—tendremos una ecuacion entre las cuatro
variaciones restantes, que podremos representar por

A’ﬂ Bym""‘B’m ay’m"i"-'l.’ syo—}-‘B: Eyal_—:o‘

en la cual los coeficientes A’y , By, A/, B, serin funciones de
las seis cantidades ¥,, #,'s %", Ym> ¥'m» ¥n: en la espresion
anterior 8y, , 8y'm, %y,, 3y, , son variaciones independientes, v
por lo tanto tendremos

An=0; B',=0: A'=0; B, =0.
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Las cuatro ecuaciones anteriores, y las dos o=0, yw=0,

dardn los valores de las seis incognitas Yo» Y, ..., ¥ conocidas

estas canlidades podremos aplicar el método del ndmero 30:
aYy’'7 d*Y" 'Y

Y———-+4—— -—=0 hard pues conocer la ecuacion de la
dz +¢£:v’ dx*® P

curva correspondiente al miximo 6 al minimo, y las ecuacio-
nes (a) y (b) determinaran las constantes a, b, ¢, d, e, 1

Un método andlogo se aplicaria al caso en que fuesen 1
4, 5 las ecuaciones de condicion.

Si en vez de las dos ecuaciones =0, w=0, se diesen seis,—
es decir, tantas como variaciones zy,, &y, .....,— entre estas
seis ecuaciones determinariamos las seis incognitas Yoy Lellmy
facilmente hallariamos las constantes a, b, ¢, d, e, f. En cuanto
4 la condicion relativa 4 los limites, siendo 2 os Yo' senve. CcONStan-

tes, 2y,, %y, se reducirian & cero y dicha condicion se verifi-
caria por si misma.

’51

Maximos y minimeos de Ia integral / med.r
J g,
cuando los limites 2z, y 7, son variabies.
56. Sea ab(fig. 7.") la curva correspondiente al maximo de la
integral M= J .\fi& cuya ecuacion supondremos que es y=¢(z), y
ml)

AB la que tiene por ecuacion v=V(z), 6 sea el resultado de sus-
titniren V(z, ., 9",9”,y"), envezde y, ¥, y”, 9", 1as funciones

¢(®), ¢(2), ¢(x), ¢"'(x):

et

{5 §
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segun hemos visto en el nim. 10 el valor M de la integral estara
espresado por el drea APBQ.

Consideremos otra curva «’b’ infinitamente proxima & ab, v
la curva correspondiente A’B’: el nuevo valor de la integral sera
jgual al de el drea A"P’B/Q’, y por consiguiente sM sera igual
4 la diferencia de las dreas A’P’B’Q’ y APBQ. Despreciando los
infinitamente pequenos de segundo 6rden Ar A’,BDsB" ten-
dremos :

tM=BQQ's—APP»--A'DBC,

vy representando por &, , Y 2 las variaciones de las abscisas
limites resultard:

M=V, dzy—V, r,~~A'DBC=[V s2]"4-A’DBC.

La parte A’DB C representa la diferencia de las dreas A’P'QD y
% & 7 s ¢x m "
CP'QB, 6 sea la variacion de la mtegral/ Vdx en que
xn+ 8“I’.t.'l
los limites @~ £x, ¥ & permanecen constanles; por otra par-
te, podremos sustituir al limite inferior @, ez, el limite @, co-
metiendo un error infinilamente pequeno de segundo orden,
asi pues, la condicion del méximo 6 del minimo sera,

m &Ly
8‘;\1:[\’8.1:] Ha /’ Vdz=0:
: 2

-0

i ; T
6 bien, poniendo por 3 / Vdz su valor (nm. 27):
5 L

bt
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i it ”— d\” di Y!H } i dYrH :
v}l[\f T-+ (\ _a'?+ o y+( Y dd 8y

m \Ta—odx I 2\ s T
LY/ yu:l _+_L/ (Y_[_f"\ == 'i\: dd\ )QJ(E.’B._
0 .‘T}b—|—5d.'3 dw dx z

J7. En la ecuacion anterior 2y, ey’, 3y",..... represen-
tan las variaciones de las magnitudes v,y , J e AL al pasar
de un punto m de la curva ab al punto m, de la curva a’ b’ cor-
respondiente 4 la misma abscisa: 6 lo que es igual , se supone
(que, al transformarse la curva ab en otra infinitamente proxi-
ma a’ b’ , todos sus puntos han descrito paralelas al eje de las
¥ ; podriamos , sin embargo , generalizar algo esta hipétesis su-
poniendo que un punto m de la primera curva se trasladaba
describiendo una curva cualquiera al punto m/; en este
€aso , no solo variaria la ordenada y, sino que tambien la abseci-
Sa x esperimentaria una variacion m p, y ficilmente pueden in-
{roducirse estas nuevas variaciones en la férmula obtenida ante-
riormente. En efecto , puede eslablccersc desde luego la relacion
m' n=m'p—np=m’p—y’ mp, 6 bien, representando por &,
las nuevas variaciones.

Sy='s,y—y's a:

De a 1111 resulla,—aplicando las curvas derivadas y'= ¢,/ (2),
¥ = sy (@) us. b .~el mismo método,— oy" =5 .y —y'’ ¢ a;
sy""=s ,y'—y'" 3 a...... Suslituyendo estos valores en &M, y
suprimiendo el subindice de 3 tendremos:

/8 aXTH
dM= [\ b-{-(\ il ,—) (2y—y o)

dv o
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! szm a m ST
(Y= ) (" B 3y )

o

Tn— LR 3\
"'_f - 4 *“@—'-‘ﬂ;—d—‘; (2y—y' 2a)dr=0
&, +5dx dz | dz dx
Los métodos espuestos en el nam. 28 y siguientes serdn
los mismos para este caso que para el de los limifes constan-
tes , sin mas diferencia, que la que naturalmente ha de resultar
de la nueva forma de 3M.
El principio del num. 35 subsiste pues aqui, y por lo
tanto deberdn igualarse & cero separadamente la parte relativa

Tu—3ddx
a los limites, y la integral f . Esta ultima condi-
x,+3dx

cion no podra quedar salisfecha & menos que no se tenga

 aY @Y @Y e :
Y._%_y- e =0, ecuacion diferencial de sesto or-

den que dard la ecuacion de la curva correspondiente al maxi-

mo 6 al minimo:en cuanto & las constantes se determinaran
por la condicion relativa 4 los limites

X|'|'I 8|1:I'I:!. +A-|Tl ay |n+Bm 8" l"ll'l
+Cm a?)“!"rm'_'xcl axo_Ao 5yo-~—B0 ay’u-—-cn Byuu‘:[),

6 por esta condicion comhimda con otras relaciones entre

T Yoy s ¥ s @ Yy Y’ s Y’ Si estas relaciones existen.
Supongamos , por ejemplo, (ﬁg. 8.) que la curva correspon-

diente al maximo ¢ al minimo ha de satisfacer 4 la siguiente
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condicion : «que sus punltos estremos @, b hayan de eslar sobre
las curvas RS, , Ry,,S,, cuyas ecuaciones designaremos por
y=f,(x); y=[,(x): es evidente que las curvas «’d’,a’" 0", infi-
nitamente proximas & ab deberan satisfacer & la misma condi-
cion, luego z,,9,, Tm, Ym, V 1as variaciones 8z,, 8y,, 8% Ym,
deberin asimismo salisfacer & las ecuaciones y=f, (¥); y=f,(x);
dy=f',(x)dx; dy=[', (v)dx; resultard pues:

Yo=1o(,); Ym — R =1, (x,) 8%y5 Ym =f'u(Tn) 5Tn

Sustituyendo los valores de 8 y, &y, (nim. 5.) enla ecuacion
X 8 Zu—+Apn 3Yu—+.....=0, ordenando el resultado que se ob-
tenga respecto & 8z,, 3y,/, 2y,” , 8 T, S Yu'» Ym”, igualandod
cero los seis coeficientes de estas variaciones, y combinando es-
tas seis ecuaciones con las ecuaciones Yo=l(%,); Ym=[m(Zn)PO-
dremos hallar los valores de las ocho incognitas @, , ¥,. ¥, + ¥ s
T, Yms Y’ > Ym”» ¥ DOT lo tanto los valores de las seis constantes
a,b,c,d,e, f(nam. 30).
38. Pudiera suceder que V contuviese alguno de los valores
estremos &, y,.....—por ejemplo , &,,—y en este caso M con-
dv

. o av N
tendria un término mas de la forma T Saxdo=3z, [ — dz,
(1]

que deberia agregarse & la parte relativa a los limites.

Como consecuencia de los métodos hasta aqui espues-
tos indicaremos algunos teoremas importantes, que hubieran
podido servir de base al problema de las variaciones si direc-
tamente hubicramos dado su demostracion; pero cuva razon
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.
de ser, si asi puede decirse , no se hubiera comprendido tan fa-
cilmente en un principio como ahora, por mas que de seguir
este método se simplificase algo la esposicion de los procedis
mientos esplicados.

y L
59.  Teoremg 1.° Cuando los limites de la integral f Vdg
3'?0.

son conslanles, y dx es nula, en toda la série de los calculos pue-
den invertirse los signos variacion y diferencial : es decir, que
; a“y de sy
se liene a—i:——;{_
da dx

En efecto, resulla de lo dicho en el nimero 22 que

g yl' Tyn yl‘—l__d o Yp—1

dx R

e ; y en general

dy d3y
Sda dm

luego podremos establecer 1a serie siguiente de ecuaciones *

4 d’n—d.y d d Py yn-—‘l

cidy®  Cudy®= odis i * dr—t dx a2 s yo-2
L B e —— = — —_———
de*  dw dx dw dx da*

il
& n—23 58 n—3
dx a oy

de*  ~  dz*

. t'l 1 t{n 81
eerr ¥ finalmente s 2% 4 %Y
da® da
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40.  Teorema 2.° Aplicando el método de la integracion
por partes se puede eliminar bajo el signo integr

al la variacion
de una funcion derivada en valores de Ia variacion de la funcion
primiliva.

; «Lm ; U A dZ.
Se tiene (nim. 24) f Zs2/de—= | 75 2 ——/
e
o

=620z
o x, dz

B 15 5 " %aaz
0 bien L——dx=\|173s 4% —/ ——%zdx, espresion
Sy dx o, g 00T

0 llo

(1]

(1]

en que se observa, que el segundo miembro es el resultado de

"

; dsz
integrar por partes el primero , lomando e dx por parte in-

tegrable.

. i‘?I‘I'I
41.  Teorema 5. Dada una integral f Vdx  siempre es
mﬂ

posible invertir los signos f %,—aun cuando 1os limites sean

variables,—considerando da: como variable de una curva 4 otra.
En efecto descompongamos 1a integral en sus elementos Y repre-
sentemos el producto Vdz por U; tendremos,

M=U+U~+U,+U,+.....
¥y suponiendo que varia la funcion Y,y

sus derivadas; x y da;
Y representando por M/, U/, U//..... los nuevos valores de M y

de los elementos de 1a integral, resultari M’ =U/+U/'+U/
—+U,"+..... ¥ restando de esta ecuacion la anterior, obtendre-
mos para M'—M el valor

s W IR S I VRS LA | SR
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T
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A

1]

Lm T
y finalmente y =" 34U
330 wl‘l
42. Teorema 4.° Representando & y 8, las variaciones
de las variables 4, %', 4”.....—1.” en el caso en que se conside-
re # como constante; 2.° suponiendo que x varia, — tendremos
en general sy™= 3§ y®—y®+H &y (nim. 37).

Maximos y minimos relativos.

WU
45. Consideremos la integral J L (x> -y.,9. 4.7 9")dz,

en la que supondremos que el coeficiente diferencial L solo
contiene la funcion g , y las derivadas ', y”/, y'”: es evidente,
segun se deduce delo dicho en los nameros 8, 9, 10, que
existen infinitas funciones arbitrarias, y = ¢ (@), y = ¢, ()

{ xm
tales que suslituidas en la integral f L dx, dan un resulta-

do constantemente igual & c.
Ejemplos.—1.° Las funciones y=e?*, Y=2e%, Y=26T s

sustituidas en la integral f (y—2y'+9") dx dan siempre un

resultado igual & cero.
2.° Si representamos por y= o(@),y= ¢ (), y= ¢, (¥)....

las ecuaciones de infinitas curvas amb ,am’b ft-m"’ (fig. 9),....
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tales que sus longitudes entre los puntos @, b sean iguales 4

a$m
¢, la integral f \/1+y" dx serd constantemente igual 4 ¢,
T .

o

para todos los valores de y’,—y'= ¢’/ (x), y'= o/ (z)...

A

-~y Poit
lo tanto para todas las curvas y= ¢ (), y= ¢,(2).....
Y asi pudieramos multiplicar los ejemplos hasta el infinito.
44. Supongamos ahora, que se sustituyen las funcio-

nes y= 9 (2),y= ¢, (@), y=12,(®)....... en otra integral

i
f Vi{z, y, y',9”,y""ydz; su valor variard por ley de
S o,

continuidad si ¢,9,, »,..... representan eurvas infinitamente

proximas, y si designamos por M, M, M,..... la série de va-

<0 m

V dx es evidente, que esta série presentard

mo

lores que recibe

en general uno 6 varios maximos 6 minimos : estos maximos 6
minimos reciben el nombre de mdzimos ¢ minimos relativos.
Asi pues, se dice que se busca un méximo 6 un minimo re-
lativo, cuando se trata de determinar una funcion y = ¢ (),

2 T
que haga un maximo 6 un minimo la integral / Ydz, sa-
.

‘o

'rlll
tisfaciendo 4 la vez 4 la condicion f L
e
i -

a(C,,,
45. Sea M= / V da la integral cuyo méximo 6 minimo

Ty

relativo buscamos para que M pase por un maximo 6 por un
minimo, dolmn verificarse la condicion general (ntmero 3)

6
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¢ M=0, y suponiendo que los limites sean constanies resul-
tara (num. 29).

SM=A, YutBun ¥u+Cn 8y n—A, 3y,—B, &y, —C, &y,
+T,8y,+T, 8y, ~+..... = (0; mas en este caso las varia-
nes 89un, 8y m..... , no son independientes. y el principio del
nam. 4 no tiene aplicacion. En efecto, establecer un sistema de
valores determinados para 4, ¥m's Ym”--.-. s fijar de un mo-
do invariable la curva acb figura 10, infinitamente proxima &
la anb del maximo 6 del minimo, en una palabra la curva de
la variacion M ; pero en el caso que nos ocupa no es condicion
suficiente para el trazado de Ja curva acb que se separe infi-
nitamente poco de la anb, es ademas indispensable que dé

3 Tm

para la integral / L dz un valor constante ¢, 4 lo que es
] xn

T
igual, que la variacion de la integral f L dx sea rigorosa-
mﬂ

mente nula.
Representando por n esta integral, y por @, U, €, a,,
ber, t Y PRl coeficientes andlogos & los A, Bn, Cn, A,

B,G,T. ... , la variacion de m podrd espresarse por la
formula

M=l 3Yut-bndY m+Cm 3y m—ua, 3y —b 3y —c 2ty
_}'tsay:+t;ayt+ """ —

y serd preciso que las variaciones®¥ym, 84 n....., satisfagan &
&trvez a las dos condiciones 8 M=0, & n=0.

46, Parece & primera vista, que seria suficiente para redu-
cir este caso al del nim. 4, eliminar entre las dos ecuaciones
8 M=0,3n=0, una de las variaciones de la série ¢y m.39
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... Y considerar las restantes como independientes; pero
debemos observar, que si en la ecuacion én=0 se supone, que
todas las variaciones menos una,— 8y, por ejemplo, —son
arbitrarias, esta ecuacion no podra quedar satisfecha para valo-
res infinitamente pequetios- de dy,. En efecto, fijando arbitra-
riamente todas las variaciones 8y, 8y ..... menos 3y, , la
suma de todos los términos, esceptuando f, 8y, , serd un
infinitamente pequeno de primer orden «, luego

8y, = —-% = una cantidad finita

p

No podremos, pues, fijar arbitrariamente toda la curva ach,
(fig. 10.) menos un arco infinitamente pequeno, sin fal-
tar 4 la condicion n=0, y tnicamente podrin considerarse
como arbitrarias las variaciones correspondientes & longitudes
finitas ad, bf, etc. dejando indeterminadaslas que se refieran a
olras porciones finitas d f de dicha curva. Mas por otra parte, si
es posible eliminar entre 8M=0, én=0, un numero infinito
de variaciones & y,..... correspondientes. & una porcion finita
de la curva ach, podran igualarse & cero los coeficientes de las
restantes, y aplicarse por completo el método del nam. 6.

Ahora bien, esta eliminacion es posible, pues, como vamos

; SN :
4 demostrar, la relacion & es una cantidad constante 2, para

todos los valores de x comprendidos entre los limites ©,, @y,
por lo tanto multiplicando ¢n por'dicha constante X, y restando
el resultado del primer miembro de M, tendremos 8 M—ién=0:
ecuacion que se descompone, en virtud de 1a condicion T—¢ » =0,
en las dos condiciones siguientes :

— M) sy—-(B—ib) sy’ (C—re) 8y m: e $=0.
A (B '+(C—c) oy” 01

0

La segunda es una ecuacion diferencial, que dara por los
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métodos de integracion la ecuacion finita de la curva corres-
pondiente al maximo 6 al minimo, y la primera servira para
determinar las constantes de la integracion.

Antes de pasar mas adelante demostraremos el teorema ar-
riba indicado.
T !
47. Teorema. La relacion i 6 su equivalente o7 eseons:

tante para todos los valores de x comprendidos entie @, y Tu.

S
—, 0 sean

Representamos por T/ v ¢/ los cuocientes — ,
[ P tamos p vyt lo i Ry

dY-’ dSYa"f dBYIH
=i t dr iz y la espresion analoga de la infegral

- Tm :
/ Iﬂ de.J

La demosiracion de este teorema se funda en el siguiente
principio: «toda curva infinitamente préxima 4 la del maximo

Y

vxm

6 minimo , y que salisfaga 4 la condicion Ldx=constante,

= o

debe satisfacer 4 la condicion éM=0; 6 lo que es igual, todo
sistema de variaciones %y, , 8&y,,..... infinitamente pequenas,
que cumplan con la condicion #n=0, deben asimismo cum-
plir con la segunda condicion éM=0.»

Los coeficientes 17, t’, son tan solo funcionesde z,y,y'....,
(refiriétndose estas cantidades 4 la curva del maximo 6 del mini-
mo) y por lo tanto independientes de 8y, , 2y, %y,”, &y, , &Y, --.

luego si se prueba para un sistema de variaciones arbitrarias,
i

(que la proposicion « ?:consfantcn es verdadera , (uedard

demostrado el teorema en general.
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Ahora bien, podemos suponer que lodas las curvas acb,
(fig. 10.) correspondientes 4 &M tienen un contacto de segundo
orden con la curva del méximo 6 del minimo en « vy b, luego
Yoo Ym's Yu”s Yo» ¥, 5 9.7, son cantidades invariables, sus varia-
ciones seran nulas, y la parte relativa 4 los limites desaparecera
en las ecuaciones eM=0, 3n=0; estas ecuaciones se reduci-

ran pues 4 T, 8y, ~4-.....=0, ¢, 3y, ~+.....=0; 6 bien 4
X, —odx Tpn—3adx
[ Tda sy—0, {'dz oy=0.
v 2 ~+3de & ~4-5dz

] o L _
Supongamos ue la relacion A 1o es constante, represen-

lemos por f(z) (fig. 11.) su valor, y sea a’b” la curva cuya
ordenada hemos designado por f(z); facilmente podremos fijar
cuatro limites de @, &/, @/,,, x”, ”,, comprendidos entre T,y
Tn; suficientemente proximos dos 4 dos, para que en los in-
tervalos @”n—a” , @'y —a,, no cambien de signo f(z), I’ y por
lo tanto f(z)t’ =T’; y'tales ademas, que el valor minimo a”
x” de x en el intérvalo a”,—ua,” sea superior al valor maximo
b'a’n de dicha ordenada en el intérvalo &/, —ax/.

Admitiremos , para fijar las ideas, que f(z) entre 7, y @,
es constantemente positiva.

Designando por k£ una constante comprendida entre b’ 2/,,, v
a”x’, podremos establecer las dos condiciones :
) h=>[(x) para todo valor de z comprend:ldo gotee &', 5 v 2./,

y h<[(z) para todo valor de x comprendido entre @'/, , y x,";
Consideremos ahora una curva agb (fig. 12.) infinitamente
proxima & la curva del maximo 6 del minimo, y descompon-
gamosla en cinco arcos ae, ef, fg, gh, kb, de los cuales el se-
gundo y el cuarto correspondan & los limitesx /, z,,"; @” ,a,,":
es evidente que podremos asimismo considerar descompueslas
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T —odz Xy —odx
T dz ay;/ t'dx 2y em
x ~+-5dx x —+3d

cinco integrales parciales correspondientes & los ¢incos arcos de
la curva ab. Cambiemos el arco ef en otro infinilamente proxi-
mo edf, y el gh en gd'h, de tal modo , que si por la primera

Ty —odT 3
alteracion / t'dx 3y recibe un incremento « por la se-
x,+5dw

las dos integrales f

gunda esperimente un decremento— =, lo cual podra evidente-
mente conseguirse, pasando de la primera curva afgb, ala se-
gunda add’b , por variaciones de &y constantemente positivas
6 negativas en los intervalos &’ w—=a, ; & w—2,";

o

am!m' U m
& U dody= / t'drs(sy)=
Resulta de lo ./ ' e el A{Ry)==n

@, o
()
) X (U” .'U”
i . Cl m n
dicho 5/ ¢ dg sy=" /‘ Vdxs (8y)=—
3:0"" Iy 330”

y por lo tanto la nueva curvaadd'b salisface a la condicion
$n=0: en efecto, las tres integrales parciales,

& L Ln—dE
/ t'dody; / Vdzdy; / tdzdy,
£ .’Uo-l—zdév & .’U’m § -T'”m

permanecen invariables al pasar de la primera curva 4 la segun-

W
da; las dos integrales /

I
dm m
Vdzay, [ t' dx sy esperi-
T ’ r

I -’Fn

L
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mentan variaciones «, — =, iguales y de signo contrario que
se compensan; luego si para la curva afgb se verificaba la con-
dicion ¢ n=0, esla condicion tambien se verificard para la nue-
va curva add b.

Lm
Veamos la alteracion que esperimenta la integral f T'dzsy,
e

(1]

‘i‘bm
—0 su igualj f(@) t'dx 8 y— al pasar de la primera curva &

la segunda.
Las tres integrales
) z) Ta—3dz
fl@)t'dx s y; f(x)Vdzdy; fl@)t'dvsy
x,+3dx - A S

no sufren alleracion alguna , puesto que los arcos ae,fg, h b
son invariables, luego para que la condicion ¢ M subsista debe
haber compensacion entre las variaciones de las integrales ,

'

-m'm
/ f(@)Vdzxdy; f f@)tdesy;
Lt T r moff

B

pero esla compensacion no puede verificarse, como vamos a de-

mostrar.
En efecto, de las condiciones (k) (=) se deduce para los-va-

lores numéricos de las variaciones de la primera integral

A

.T," m .‘L"m & m

fe)ldesiy= [ f(x)Vdxd(sy)<h [ Vdxi(iy)=h=;
e mo’ wor L2 xe‘

x”m @7 m

fle)lde é y=— f(«v Vdxd(8y)>h f—r*dm(W%h«
mo” *
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por lo tanto 8M no se reducird & cero para la nueva curva
ad d’ b; resultado absurdo, puesto que la curva ad d’ b sa-
tisface & la condicion s n = 0, y se halla infinitamente proxima &
la curva del maximo 6 del minimo. De donde se deduce que la

o, :
relacion — o puede variar con . (1)

48. Las condiciones del niim. 46 son las mismas & que se
¥
hubiera llegado, formando directamente la integral L/-(V— 2L)dzx,
xl)

y hallando el miximo de esta integral ; de donde se deduce el

método siguiente para hallar los maximos 6 minimos relativos
de una integral.

L'
Se multiplica la integral de condr’ct’anf Ldxz por wuna
x

0

constante indeterminada X; se agrega al resultado la integral

o

los mélodos ordinarios el mdiximo 6 cl minimo de la inteqral que
resulle.

Vdx cuyo mawimo 6 minimo se buscas; y se determina por

T,

49. Pasemos 4 la determinacion de la constante > .
Representemos por y=1H(z, 2) la integral de la ecuacion di-

E a;lll
ferencial T— 2 =0 : sustituyendo cn/ Lz, y,9..)dz=c

Ty

en vez de y, 9", y” .5 H (2,2), W(z,2), Bz n)

tendremos

.......

(1) Journal de Liouville-tomo 7.° nota de Mr. Berlrand.



=1
Lot

) . i

T
L B, H7.....) de=c¢;
£ :Bu

y efectuando la integracion ,—representando por D(z, ») la inte-
gral indefinida,—resultara:

D (%, A )—D(x,,2)=c.

De donde podremos deducir el valor de * en funcion de las can-
tidades conocidas =, , c.

Maximos y minimos de Ia integral

b '
f Vi@ . #a2la)da.
. :-BD

50.  Generalizando las consideraciones espuestas en los ni-

meros 8 y 9, podremos desde luego considerar la integral
éa::l'l'l

Viz,y, y..z, Z...)de como funcion de dos funciones

0

arbitrarias y= ¢(x), 2=V (2): de aqui se deduce que en la se-

T

rie infinita de valores que recibira la integral M= / ul¥ Vduv,
a
cuando ¢(x),y ¥ (=) varien, habrd uno 6 mas maximos ¢ mi-
nimos correspondientes & ciertas funciones particulares de 2.
La determinacion de estos maximos 6 minimos , y de los
valores de y v z en @, que 4 estos maximos 6 minimos corres-
ponden , constiluye el problema general del cdleulo de varia-

/|
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ciones de integrales definidas con dos 6 mas funciones arbi-
trarias.

51. Las dos ecuaciones y= ¢(z), z=V (2), determinan
en el espacio una curva de doble curvaiura, y en este concepto

T
puede decirse, que la integral j Vdx depende, 6 es funcion,
:EO

de una curva cuyas proyecciones sobre dos planos coordenados
seran y= ¢(x), 2=V (2 ); ahora bien como siendo arbitraria la
curva en el espacio, son asimismo arbitrarias sus proyecciones,
y reciprocamente, en 1ltimo resultado el valor de la integral M
depende de dos curvas arbitrarias é independientes entre si,
cuyas ecuaciones son las ya indicadas.

52. Puesto que las dos curvas y= ¢(2), 2=¥(x) son
arbitrarias y puede variar una de ellas, sin quela otra se altere,
es evidente, que podremos considerar sucesivamente la inte-
gral M: 1.° como funcion de ¥, %', y",.....; 2.° como funcion
dez, 2,2/ 0% ; y todo cuanto hemos dicho, al ocuparnos de
integrales definidas dependientes de una funcion arbitraria, se
aplicar4 aqui 4 cada una de las funciones y= ¢(z), z=Y ().

53. El teorema del niimero 12 subsiste para la integral

. Zm ;

Wl o, s 2o e )Jdx , considerada como funcion de

mll
cada unadelas variables y, z; advirtiendo, que, en general, nin-
guna relacion existe entre las variablesy, ¥, y'’..... ylas z, 7/,
z”...., y pueden por lo tanto considerarse como independientes
de las variaciones de y, %', »/..... las variaciones de la série
gie! Yl b

54. Descompongamos la integral M en sus elementos, v
apiiquemos el principio del nim. 4.: tendremos (empleando
notaciones analogas 4 las del nim. 18.)
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M= (Y, 3y Y Sy Y Sy ) A -(2, 3 24T B 2
+Z,) 8z +.....)dz

+(Y, 3y +Y/ 8y Y "3y ... do+(Z, 32, +L, 8 2
+7Z," 32 +.....)dx

............................................. WL Ess s essan st sanan b aaa

Yo 3+ Yo 3y Yo sy ... Ydx (7, 3z,
A2 8 2 4L 82y ... Jdax=0;

y transformando cada uno de los grupos en (Y), 6 en (Z), se-
gun los métodos de los numeros 20 y siguientes , tendremos
para el caso en que los limites son constantes :

i d‘Yfff d rr m
2 :[(Yf—%—+ S .)6y+ (Yffu——_: ..)8y’+Y”’£y”, ]

dzn‘ d:zn_r. " ( dzu{ m
L T g ] e e MAR et r T s plf
—;-[(Z da:_l_ i ..>8z+ 'Z = ..)Sz 75z ]

T, —odx _dY  ay”r @y’ .
+f Y Sttt R T Tyt e a;yd{l}
J x,+3dz dv  dzx da

[.xunf'adx(? ai’ a1’ @y

_P_,_ z.+3dz Tdx T dxt dr: (i
0

Si los limites son variables, se agregard & los términos an-
teriores (V& )7 , y se sustituirén las variaciones 2y , &y, sy”,
"z, 82/, 87 por las espresiones sy—y’ sx, oy'—y" sz, By
__yu.r S@, dg—2 v, 82/—2" 3z L 82— By

55.  El teorema del nim. 35 subsiste en el caso que nos
ocupa, por lo tanto, igualaremos separadamente 4 cero la par-
te relativa @ los limites, y las dos integrales. De estas ultimas,
puesto que las proyecciones sobre los planos de las 2z, y de
las yz, son independientes ,—de donde resulta, que las varia-
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ciones 8z, , 82,..... son independientes de 3y, . #y,.... —deduci-
remos las condiciones

de \ dBY!f G:SYHI

A S PO

-

d_z-f-_i_ d}sz dSZf!f

i " das? da® =i

dz

Integrando estas ecuaciones diferenciales simultaneas ten-

dremos dos ecuaciones y= ¢ (), z=Y (x), que corresponderan

al miximo 6 al minimo buscado , y las condiciones relativas &

los limites servirin para determinar las constantes de la inte-

gracion.

56. Caso en que existe unarelacion entre las variables y, 2.

Supongamos que enire x, ¥, ¢, existe la relacion

Flz,y, 2)=0:

las ecuaciones 2y, 6z, no seran independientes entre si, puesto
que ambas deben satisfacer 4 la condicion

W oot I sy B0
dx dy s e

resultado a que puede llegarse tambien por consideraciones
geométricas. Si los valores de @, ¥, z, que satisfacen a la con-
dicion del- maximo 6 del minimo, han de satisfacer asimismo &
la ecuacion F=0, es evidente , que la eurva del maximo 6 del
minimo, y=+¢ (), z=% (), debera hallarse sobre la superficie
cuya ecuacion-es F=0; luego dada una de las proyecciones de
esta curva ,—por ejemplo, la que tiene por ecuacion y= o (x),—
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la curva quedara determinada en el espacio, asi como su pro-
yeccion sobre el plano de las y z.

Sea, pues, AEB (fig. 12.) la curva en el espacio, que cor-
responde al maximo 6 al minimo de la integral, y ab, a/ ¥
sus proyecciones sobre los planos de las @y, @z: supongamos
que los valores de y reciben en el plano de las xy una série de
variaciones mn, m'n’, m” n”.... de tal modo , que la curva a mb
se transforme en ofra anb infinitamente proxima : la inferseccion
de la superficie F=0 con el cilindro proyectante A anb B deter-
minard una curva A E'B infinitamente proxima 4 AEB, v la
proyeccion «’ s b’ de esta tllima fijard las variaciones rs, 7's’
r”s” de z. '

Podremos , pues, considerar cada una de las variaciones
AT e como funcion de las variaciones de y y recipro-
camente.

57. Prescindamos de la parte relativa & los limites , que co-
mo hemos indicado debe reducirse por si misma 4 cero, y con-
sideremos tan solo las integrales obtenidas en el ntm. 54; ten-
dremos , representando en general por T y por S los coeficientes
de ¢y v ¢z, y desarrollando las infegrales en sus elementos;

T oy +T, 3y, 4. +TusdYu 58, 52,48, 87,
=1 e Saitsd Zise5=0.

Suponiendo que sz es igual & cero, podremos establecer
entre 8y y @z las relaciones :

s 1 dF dFy
(). (D), 22t (), () 2o

y aplicando el principio del nimero 5 tendremos, eliminan-

: "o o
do e S
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dF S
[r— 22k J s 1. ks, Jogmo
i (),

condicion que queda satisfecha estableciendo en general para
todos los valores de & comprendidos entrex, + 3dx , ©,, — 3dz,

oentre x, y .,
" dF dr
T( dz) S S(?{g) Al

Combinando esla ecuacion diferencial con la condicion

F(zyz )=0,

se determinaran las ecuaciones de la curva correspondiente al
maximo 6 al minimo.

58. Si sz no es ignal & cero se aplicard un método ana-
logo al que acabamos de esplicar; eliminando? B9 i, por
medio de la relacion general |

dFa“_rle_i“dF‘ 0
—_— 0} — ¢ ]
dx dy Y @
de la ecuacion
T,(3y,—y,/ 3x,)4..... +8, (82, —2" 8z, )+..... =0
tendremos :
L_ﬂ“_"\, / dF‘)
I (3y,=y'532)+..S --_f/fa NAY sl "3
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—...=0; 0 bien, ordenando respecto 43y, ,2y,... 32, .5z

5" FERI

S v :
[T,_S,(jfg)'Jays—lsty’,-i— (—gﬁ—)—*—l-z’, 83J6x3+;...=0;

@),

é igualando 4 cero los coeficientes desy,, sx,;8y,,3a,
—puesto que estas variaciones son arbitrarias,—tendremos en

general, es decir, para todos los valores de & comprendidos en-
terz, vy n

_dF‘ dF

dy s . £ E ~ ! A
T—ST—O. Ty + ‘—dFT—"’r-» B =il

dz dz

Quitando denominadores, y recordando la relacion

ﬁ E 2 = — Ee ", se tendra la condicion unic
L s dyJ 4 4

dF dF
'r ( ) i S ( ___F') 9
dz dy
Esta ecuacion diferencial, combinada con la ecuacion de la

superficie F (x, vy, 2)=0 determinari la de la curva buscada.
59. La condicion relativa & los limiles sera:

[ BB sy Lo

2p ay"”’ by y o= 100 f = ait! "o .
+ (V') (3 =07 2 2) X (3" y W)]

el

A
femt e o p e 82—z’ 8 2
+[(z d.x+d:c')( r\
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nr |
A (Z”_LZJ_) (3 ol W 3:.[?) -1'—7,”’ ( 3l — g 5 g ) l =0,
X |

y servira para determinar las constantes de la integracion.
! % r e m
Si los limiles fuesen variables se agregaria el término| Via

]

Ejemplos del ealculo de variaciones.

Primer caso. La integral solo contiene una funcion arbi-
traria, y los limiles x,, x,, son constantes.

Determinar en el plano de las xy una curva, que pasepor
los punlos (x,y,) (x, y ), y tal, que girando alrededor del eje
de las x engendre la superficie de revolucion de drea minima.

La integral cuyo minimo debemos determinar sera:

Awl e
M:/ g;l/-/'l—}-y” dz.
J o,

La formula general aplicable 4 este caso es, (ntim. 27)

L) T, T, ay’
[1 oy] ..«;+ / 5 (Y—-E) syda=0.

De donde resulta para la ecuacion diferencial de la curva
I

buscada Y—%=O, y para la determinacion de las cons-

{t

lantes [ Y

o
=
o]
a8
Il
(o)
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1

dyY a0is
Tendremos para Y, Y/, —— los valores siguientes :
I 3 =

N Y T e Y
b S B ;== : 3
\/ Y ‘/'l'—-l'—‘y’! dx (1—!—?}’ )V:

{f

. dY ’
sustituyendo en Y— s =0, resultara:

e e ey L
\/1+y (,l_'_yfﬂ} s'f___ )

0 bien (1+y"*)*=yy”"4+(14-y'*)y'*; vy finalmente
1+y31:yy#'

Para integrar esta ecuacion cambiaremos de variables , sus-
tituyendo ¥ & la variable independiente # (Cournot, 2.° edicion,

- : 1 z”
tomo II nim. 451): poniendo por ¥, &, y”; AT
resultara,

1 x” . re 1 flmss M. dy da:l
1—1?——9 Py (")’ = —y&; Ty al (&)
dy  do oda’

e e B

a : ad b
integrando, 2’= -————; 6 bien, do= L2 b 8 inte:

Viy'—a Vy—a

grando segunda vez, z=a log. (y+\/y=—a=)+b_
8
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La condicion Y,3y,—Y, 8y, =0 queda satisfecha por si
misma puesto que 7, é 7, son constantes.
Se determinarin @ y b por las dos condiciones
z,=alog. (y,+\/y;—a*)+b; x,=alog. (y,+\/ 9y —a*)+b.
2.° Caso. La integral solo contiene una funcion arbitra-
ria, y uno de los limiles x,, ., 6 los dos, son variables.
Determinar la mas corta distancia de dos circulos dados
por las ecuaciones x*+y*=1, (z—4)'+y*=4. (fig. 13.)
La integral cuyo maximo debemos buscar serd :

f:n\/mi_ dz

Las formulas aplicables & esle caso son: (num. 37.)

I
para la ecuacion de la curva Y— %%:0;

y para la determinacion de las constantes [V & z+Y'( 8 y—y’ 8 2)|®
las relaciones entre los limiles segun las condiciones del pro- -
blema (ntum. 37),

TS =1 ; (T )y =4

los valores de & é 3 Zo
d en!o‘ ym-_ yo_—"_o'ca9tym:'_ RPN

’
vies de Y, Y/, (E-Y—-,
dx

Y=0; Y = y, . de: y”

‘/W' dr (l_{_ym}ys:
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. 1A'l
Sustituyendo, pues, en Y— P A 0 tendremos ,

é integrando ¥’ =a; y =ax-+b.
Luego la linea buscada es una linea recta.
-La condicion relativa 4 los limites se reduce ,—sustituyendo
los valores de V, 6 Y,—4

f m
[ Vi+y’*8x+——L_(ay—yfaz)] —0,
Vity: L

6 bien [ 8 29’3 y]™=0; de donde resuita ,

axM+y,m 8y m_amn —‘_yo’ ayn:O’

y sustituyendo los valores dedy,.dywm, v, ¥ tendremos

LI [i-——m";_%] —dm, I:l—f% a] = 0. Igualando 4 cero

los coeficientes de ¢ z,,, & z,, las cuatro ecuaciones

Yo+’ =1y,—z,a=0;
Yot (@n—4)=4; yu—(@u—~4i)a=0;

daran los valores ,

= — Pl ot g el
® Ve y il/*l Loah

Tu=4%

_:‘_._.____.. /R e SRR AT
\//1—&—(1“ \/‘14—&"
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y sustituyendo @,, ¥, Tm, Y €n la ecuacion de la linea
y=cx—+b, de las dos ecuaciones de condicion.

se deducird b= 0; a= 0. La ecuacion de la linea que mide la
mas corla distancia serd, pues, y=0: como debia resultar
puesto que el eje de las @ es lalinea de los centros.

sl oo
Poniendo en la integral f \/1+y”da: por &,, Tm, & Y’
mﬂ

los valores 1, 2 (tomando el signo — del radical) , %,0 se redu.

cira a f dx=1 : luego el minimo de M es
[ A

M=1.

3. Caso. Maximos y minimos relalivos.
Hallar la ecuacion de la curva AB (fig. 15.) que da un va-

: T
lor maximo o minimo pdra la integral f ydx , satisfaciendo
s T
]

P
@ la condicion / \/i“..;_y“d:c:S: o lo que es igual , deter-
L :vo

minar , entre todas las curvas de igual longitud S que pasan
por dos puntos (x,, y,) (Tm, Yu), la que hace un mdaxrimo 6 un
minino al drea comprendida entre dos ordenadas correspon-
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dientes a las abscisas &, , Ty, el ¢je de las ©, y dicha curva AB.

Deberemos (ntum. 48.) multiplicar la segunda integral por la

constante » , y agregar al resultado la primera integral ; tendre-
mos, pues,

oa;m

[/ Tr)de,
Ay

a

y aplicando las formulas generales del nim. 27.

! 4 m
Y—%:O; [Y’ By] =0: resultard, despues de sustituirse
- 0

i

— ] 5 y Ay’
en vez de Y, Y/, sus valores:; Y=1; Y’:—_—E—_—:
dx \/1+th
ay’ 12 by y” 4 :
dz~ (144”1’
}\y!f 4 r

— sy, =0.

yl’ﬂ yo
— —{ Sy, ———— 0y
A+y™h " Vg Ny

La 1." de estas dos ultimas ecuaciones puede ponerse bajo
la forma

de donde resulte para la primera integral

ry’
T—=——"—

i
V+y



188 — 62 —
Despejandoy’ é integrando segunda vez , resultard para la ecua-

ok —_C —
cion de la curva, y'=—- " ; Y— bﬂ_\/ 2'—(z—a)
A i—(— a)

y finalmente
(z—a)’'+(y—b)* =

Asi pues, la curva buscada es un arco de circulo cuyo radio
es A y cuyo centro es el punto (a, b).

La condicion relativa 4 los limites se satisface por si misma
puesto que las variaciones 3y,, ¢y, son iguales 4 cero.

Las constantes a, b, A se determinan por las tres condiciones

(=) (g, —b)* =1*
:B ) (J m_b) =2t

f xm\/ x—a) St

4. Caso. La integral contiene dos funciones arbitrarias
de x, y los limiles x,, &, son constantes: no existe ninguna
relacion enlre y y z.

Hallar la mas corta distancia entre dos puntos (x, .9, ,%,)
(xms ym’ zlﬂ)‘
La integral cuyo maximo se busca sera:

B jmeasvive 'l o
f \/1 —+y"* +2" da.
@

o

Las formulas aplicables 4 este caso son: (ntm. 55).
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: ay’ az’
para las ecuaciones de la curva Y_R_=0 I——=0;

dx

para las condiciones relativas & los limites [Y’ Sy—+27's z] ={),

o

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores los valores

Y=0; V= y A '+ g —y A
; _‘/{—_:yf—z_-i_-;u_ dr Ay 27 yL

Z___o_ Zf-_- zf (E Zf ff+yf 2 zif____yf z»‘ y.ff‘
Vit e Ayt )

tendremos para la curva las ecuaciones simultineas
y!!__'_z!i y#‘ !,!z)“z!f:(); sz+y!i sz J zfyff 0

6 bien 2"=0;"y"=0
que integradas daran y=—ax+b; z—cx-d.

m
La espresion[Y’ Sy—+-2/ az] sera evidentemente igual 4
Bal
cero, puesto que y,, x,, ¥, ¥w son cantidades constantes.

Las conslantes @, b, ¢, d, se determinaran por las condi-
clones.

Yo=08,+b; z,=¢z,++-d
ym:axm_"‘b: Zmﬂ(‘xm+d
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5.° Caso. La integral contiene dos funciones arbitra-
rias de x: los limiles son conslantes, y existe una relacion

enlre jy 2.
Hallar la curva que mide la mas corta distancia entre

dos puntos A , G, (fig. 15.) siluados en una superficie cilin-

drica.

Sean [z=0, y=1, 2=0] [z=1, y=0, x=nh) las coorde-
nadas de los dos puntos, y 2’+y*=1 la ecuacion de la super-
ficie cilindrica.

Las formulas aplicables 4 este caso son: (nim. 57.)

dF dF
T( ) (dq) b sy 5 ]—0;

T )
siendo T= (Y——tfi—Y-)d S (Z—ﬁ)dm
La integral cuyo minimo buscamos sera:

[‘ V’,] _|_y”+z.“d:l,‘,

y sustituyendo en las formulas anteriores los valores

‘ = 0- 1}' = y’ IIY’ Jy”,_._.fruou __,yl',.!,.!.r‘
V1+yff- dl‘ (i+y”+z )a(n
Z=0: 7/ = _f.! % dz’ v .+y“z”—z’y’y”

1+y/*+ 22 " dx W}’



{a1

gty

v!!_!__hJ!f__y!,,f,.ff z"’-;-‘u“z"’-'—-l;’z"y"’
T= T S=— : : fH
“ e f-_,_,..!i}' d:‘U, S (i _1.‘-y"*+;’9}";’.; dv
ar ar .
=0:—=9
dz i dy i

B i N o3 AARRY W)
b1n=0a G?fm:{)a 87‘0:03 Oz‘hl‘—o-:

lendreinos para ecuacion diferencial de la curva

-"!:"f_

(7 +y" 2=y 2 y” ) 24=0; 0 bien /(1+y")—y'2'y”=0;

suprimiendo el factor en , que no corresponde evidentemenle
i la solucion buscada.

Los valores de 89,., 84, ¢7,, ¢z, satisfacen & la condi-
cion [Y' 2 y+Z/ 8 z]"=0, pueslo que reducen el primer miembro
i cero.

Parainlegrar la ecuacion 2”(1+y"*)—y'2y” =0, sustituiremos

gl el ’ L I 1 ,
enellapory’,ey”, losvalores ¢ =——— , 9/ ==—=— "+
V_ = (—a*)/=

—3
deducidos de la ecuacion de la superficie «*+y*=1: resullard,
pues, para la ecuacion diferencial de la proyeccion sobre el plane

. 2 sy . 2" @
de laszz:'~ sl T O =010 bien e
A=’ (1—2®)” - i i—a
(e donde se deduce
(' xdr
2l g
fe / T o 5 / [(
¢ inlecrando, log 2 :_IUE"/ | —af + loga; » ;;;i_;___ _____ Lg
S/ i__:l.'f



192 — 66 —

6 bien di=—u-——.
Integrando segunda vez lendremos para la ecuacion de la
proyeccion sobre el plano de las z 2
t=a arc [sen=x]+b.

Las constanles a, b se delerminarin por las condiciones

O=a 0D h—0
i 0 hien
Ja:.a—?-»h a=1l; 6)

v la ecnacion buscada seri:

o :im*n (sen=z).
I -
2
La ecnacion anterior es, como debia ser, la ecuacion de una
sinusoide, proveccion de ia hélice A C en el plano de las @ =.
6." Caso. La integral contiene dos funciones arbitrarias
de x: los limiles son varia’les: existe una relacion entre y, z.
Hallar la mas corta distancia entre dos hélices situados
sobre un cilindro [y* -2 =11 y dadas por sus ecuaciones.
Sean estas ecuaciones:

para la segunda z =m are (sen =& +p; ¥y ==~
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T'm
La infegral euyo minimo buscamos serd f /1 Syt dx,

Las ecuaciones de la curva, que mide la mas corta distan-
cia, seran como en el caso anterior

z=aarc(sen=x)+b; z*+y* =1
Las condiciones relativas & los limites son (niim. 59)
[Vez]2+[Y (3y—y'sa)+ 7 (8z2—2' 8 2)]2=0.

Sustitnyendo los valores de Y’ y de 7/, y simplificando
resulia

= ™"

[1-+y"*+2

72 7 &

o-’*‘-+y’(5.v—:v’*3m)+:’(3z—z’aﬂ=)] =0;

O hien desarrollando.
» L 7 - P [ a T —1 f a Y —
Sl 1w ¢ Ym ' 8 T — g R et

Sustituvendo en esta espresion los valores de 83, , & Zw, 2 9/,,
3z,, en funcion de 2 @, 3@, deducidos de las ecuaciones de las
hélices dadas, v los valores de ¥'n, 2", 9, , 7,/ deducidos de
las ecuaciones de Ja enrva gue mide la minima distancia, ten-
dremos: '

8 a , 2.t " am
alm : ] i :rm ’ oo m 4 o, a .1.“ ,l = t-.'. o~ -+ 1 - — ﬁ 2
v 11—, | —2n® 5 l—a, —=,
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igualando & cero los coeficientes de s,y e, legaremos & la
condicion Gmica;

{4-am=0;

1
de donde se deduce a=—.

. La constante b queda indeterminada ¢oino debia ser, pues-
lo que las hélices dadas son paralelas, y una tercera hélice
que las corle en dngulo recto, mide la mas corla distancia en-
tre las primeras sea cual fuere st posicion.

JHTAN

1020168
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