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CÁLCULO DE VARI4CI0MS 

1. El método de las variaciones, debido á Lagrange, y que 
ha dado origen á una rama importantísima del análisis matemá
tico , pasa en la mayor parte de las obras que de esta materia 
se ocupan, por una especie de cálculo hypertrascendente, como 
ha dicho Mr. Cournot con tanta oportunidad en su escelen te li
bro titulado Teoría de las funciones y del cálculo infinitesimal. 
Sencillo en el fondo; pero fundándose en transformaciones y 
artificios de análisis, ingeniosísimos sin duda alguna, mas un 
tanto nuevos para el alumno que por vez primera estudia esta 
teoría, aparece á su vista con formas vagas, indecisas, que no 
acierta á comprender y á definir bien. , 

Mi objeto en los presentes apuntes es, pues, evitar esta difi
cultad , poniendo en relieve, tanto como me sea posible, la de
pendencia natural, fácil, espontánea, si así puede decirse, que 
hay entre el cálculo de variaciones y la teoría de máximos y 
mínimos de funciones de dos ó mas variables. Con este objeto 
sustituiré á la trasformacion tan sencilla como fecunda en 
resultados de la integración por partes, otro artificio, dis-



tinto en la forma aunque idéntico en el fondo, y que sino es tan 
espedito como aquel, es al menos mas natural y por lo tanto 
mas fácil de comprender para el alumno. 

Antes de entrar en materia resumiré con la brevedad posi
ble la teoría de máximos y mínimos de funciones de muchas 
variables; pues tal ha de ser mi punto de partida, y la base 
del método que mas adelante espondré. 



PARTE PRIMERA. 

máximos ó mínimos de dos ó mas variables. 

2. Principio fundamental. Una espresion de la forma 
aA-|-&BH-cC+dD+ = 0 

en la que a, b, c, d, son variables independientes entre sí, 
y A, B, G, D, no contienen dichas magnitudes, no puede 
ser igual á cero para todos los valores de a, b, c, d,.... sin que 
se verifiquen las condiciones, 

A = 0 , B = 0 , C = 0 , D = 0 
En efecto, sean a', br, c', d', y o", b', c', d', dos 

sistemas de valores de a, b, c, d..,..; tendremos evidente
mente, 

a'A+fc'B-f-c'C+d'D = 0 
a"A-+-í/B+c'C-*-rf'D = 0 , 

y restando de la i. ecuación la 2.*, 
(« '—a")A=0: 

ahora bien, como a'—a" no es cero, puesto que a' y a" son 
dos valores de a esencialmente distintos, deberá verificarse la 
condición 

A = 0 , 
y del mismo modo podríamos probar que deben verificarse las 
condiciones 

B = 0 , C = 0 , D = 0 . . . . 
o. Método general. Cuando una magnitud variable u 
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dependie-nle de otras magnitudes x,y, z, en número n,—ya 
sean estas últimas independientes, ó bien existan relaciones 
cualesquiera que las enlacen,—pasa por un valor máximo ó 
•mínimo correspondiente al sistema x=a, y=b, z=c, este 
valor de u permanece casi-constante aun cuando x, y, z, 
varíen, siempre que las diferencias x—a, y—b, z—c sean 
infinitamente pequeñas: ó lo que es igual, las variaciones de u 
á partir del valor máximo ó mínimo serán infinitamente pe
queñas comparadas con las variaciones x—a, y—b, z—c, 
de las variables x, y, z, 

Esta condición general se espresa analíticamente igualando 
á cero la variación de IÍ á partir del máximo, toda vez que esta 
variación es un infinitamente pequeño de orden superior; y se 
resuelve, según mas adelante veremos, en otras varias condicio
nes, que sirven para determinar los valores de x, y, z, cor
respondientes al máximo ó al mínimo. 

4. Consideremos la función 
u=f(x, y, z ) 

de las variables x,y, z, y tratemos de determinar el valor 
máximo ó mínimo de u, asi como los valores correspondientes 
de x, y, z, 

Representemos por a, b, c, estos últimos, y supon
gamos que x, y, z reciben á partir de a, b, c, las va
riaciones infinitamente pequeñas dx, dy, dz : la variación 

du será igual, designando en general por /*'• f> /*/> l a s 

derivadas de /' respecto á x, y, z, á la espresion siguiente, 
Au—fl (a' b' C - " ) $M\\f- ( a ' b' C - " ) dy-+-fz'(a,b,c...)dz.... 

Para que los valores a, b, c, correspondan á un va
lor máximo ó mínimo de u debe verificarse [núm. 3] la con
dición 



(1) du=0 ó bien f (a, b, c..,) dx-hf' (a, 6, c...)dy 

-t- f ' (a, b, C.....J dz.... = 0 

Ahora bien, si x, y, z son variables independientes, 
es decir, sido;, dy, dz,..., son variaciones arbitrarias, y ta
les por consiguiente, que pueda variar una de ellas sin que las 
demás cambien, la condición (1) no podrá quedar satisfecha 
sin que se reduzcan á cero los coeficientes de dx, dy, dz 
(núm. 2); luego tendremos 

(2) fl ( o , 6 , c ) ^ Q ; f (a,b,c ) = 0 ; 

-fj (a , 6, c...,,) = () 

Siendo n el número de variables independientes, n será 
también el número de las ecuaciones (2), y fácilmente podrán 
deducirse los valores de las n incógnitas a, 6, c : susti
tuyendo en u = f (x,y, z ) por x,y, z ; o , 6, c , se 
obtendrá asimismo el valor máximo ó mínimo de u, 

5. Si x, y,z...., no son variables independientes, y 
existen por lo tanto ciertas relaciones entre dx, dy, dz 
no podrá aplicarse á la ecuación (1) el principio del núm. 2, 
y deberemos modificar, según esto, el método que acabamos 
de esponer. 

Supongamos que existen entre x, y , z , las relaciones: 
(3) * (x, y, z....)=0; V (x, y, z . . . . )=0 ; u (x, y, *....')=©.".... 

en número m, siendo m<n. 
Las relaciones entre dx, dy, dz correspondientes al 

máximo ó al mínimo estarán espresadas por las m ecuaciones 
siguientes: 
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/*/ (a, b, c.,..) dx-\-<&/ (a, b, c ) dy 
i + * z ' (a, b, c )dz = 0 . 

V/ ( a , b, c....) & + w , ' (a, 6 , c ) dy 
' 1 -+-v/(a,b,c ) dz = 0 

/ n / (a , 6, c ) da -+- V (o, 6, c ) dy 
[ + n , ' ( í i , 6 c ) dz = 0 

y puesto que entre dx, dy, dz..... existen las m relaciones an
teriores, solo podremos considerar n—m de estas cantidades co
mo independientes. 

Ahora bien, ocurre desde luego que para reducir este 
caso al del número anterior bastaría: 1.° sacar de las m ecuacio
nes [4] los valores de m diferenciales en función de las n—m 
restantes; 2.° sustituir en la condición general (1) estos valores; 
3.° ordenar la ecuación que resultase respecto á las diferencia
les independientes; y finalmente igualar á cero los coeficientes 
de estas diferenciales. 

Sea 
A dx-t-B dy-hC dz = 0 

la ecuación que resulta de efectuar las tres primeras operaciones 
indicadas, en la cual A, B, C, son funciones de a, b, c 

Las diferenciales que la ecuación anterior contiene son in
dependientes entre s í , luego aplicando el principio del núme
ro 2 , tendremos las n—m ecuaciones entre a, b , c 

A = 0; B = 0 ; C = 0 

y uniendo á estas las m ecuaciones, 
t> {a, b, c . . . . ) = 0 ; v [a, b , c ) = 0 ; n {a, b, c ) = 0 . . . . 
que resultan de sustituir en las ecuaciones de condición [3] 
por x, y, z a, b, c tendremos n ecuaciones con n 



Es claro que podremos determinar los valores de las ra in
determinadas y, X", X'" con la condición de que desaparezcan 
de la ecuación (5) ra diferenciales: bastará para esto igualar ra 
coeficientes de la ecuación (5) á cero, y deducir de estas m 
ecuaciones los valores de las m cantidades x\ X", v Sustitu
yendo estos valores en la ecuación [5 ] , desaparecerán ra di
ferenciales, y la -ecuación final que solo contendrá las n—ra 
diferenciales arbitrarias, y las cantidades a, b, c será 
equivalente á la ecuación A d.r-+ B dy -+-Cdz = 0 obtenida 
por el primer método. 

incógnitas a, b , e , cuyos valores deduciremos inmediata
mente. 

C. Sin embargo á este método, que es sin disputa el mas 
natural, y algunas veces el mas ventajoso, puede sustituirse 
en muchas ocasiones otro procedimiento mas sencillo y sobre 
todo mas elegante. 

En efecto, deducir de las ecuaciones (4) los valores de m di
ferenciales para sustituirlos en la ecuación (1), equivale á eli
minar dichas m diferenciales entre l a s m - h l ecuaciones [4] [i], 
y esta eliminación puede efectuarse con suma sencillez por el 
método de los coeficientes indeterminados. 

Multipliquemos para esto cada una de las ecuaciones [4] 
por un factor indeterminado 14i A " , sumemos todos 
los resultados asi obtenidos, y agreguemos á la suma el pri
mer miembro de la ecuación (1); llegaremos de este modo á la 
ecuación siguiente: 



El procedimiento que acabamos de esponer está reducido á 
lo siguiente: 1.° se obtiene la ecuación (5) por el método ya 
indicado; 2.° se igualan m coeficientesá cero, y se deducen en 
función de a, b, c los valores de Va X",X"'...; 5.° se sustituyen 
estos valores en la ecuación (5); 4.° se igualan á cero los n—m 
coeficientes restantes, y uniendo á estas n—m ecuaciones las 
condiciones generales * = 0 , w = 0 , n = 0 se despejan entre 
las m ecuaciones resultantes los valores de a, b, c 

Ahora bien, esto equivale á igualar á cero todos los coefi
cientes de la ecuación (5 ) , y , uniendo á este sistema de n ecua
ciones las ecuaciones en número m 
• (*; b, c ) = 0 ; * ( a , b, c ) = 0 ; n ( a , b,c ) = 0 
despejar entre las n-+-m que se obtengan las n-\-m incógnitas 
a, b, c X', X", X"' 

7. No creemos necesario insistir mas en la esposicion de 
los principios fundamentales del poblema de máximos y míni
mos, pues basta para nuestro propósito haber recordado ligera
mente lo mas esencial de esta teoría. 

Por otra parte, como en el cálculo de variaciones, según en 
las obras elementales se espone, solo se desarrolla la condi
ción común al máximo y al mínimo, sin tratar de las condi
ciones que caracterizan cada uno de estos dos casos, tampoco 
indicaremos nada sobre este particular, concretándonos al pri
mer punto, que es el único que la índole de este escrito y sus 
cortos límites nos permiten abordar. 



SEGUNDA PARTE. 

Consideraciones generales. 

8. Si en la integral definida 

M = J'Xvíx,y,yf, y",....y{n)\dx, 

en la cual V es función de la variable x, de la función arbi
traria y, y de las derivadas yf, y", y'" í / / n ) se sustituyen 
por y diversas funciones de x, «p (x) ,fi{x),<fi(x) en núme
ro infinito, y por y', y", y'n las derivadas correspondien
tes, — ? ' (x), <s¡" (x), <?"r (x) en la hipótesis y—<f(x); -/j (x), 
? / ' (*)'. (%),•••• si se supone y= <r {x); y asi sucesiva
mente ,— la función V se reducirá á una función inmediata de 
x, distinta en cada una de las hipótesis y =<? (x), y = fi (#) 
y la integral M tomará infinitos valores M , M i , M 2 , 

Por ejemplo, si se supone Y = xi-hy—xy'; xe==i; 
x w=1, tendremos, 

M = ^'{x^ + y — xy')dx, 

y sustituyendo por y la serie arbitraria de funciones 
J. , x, x*, sen x 

x 
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resultará para M la serie de valores numéricos: 

-h log. 4 ; -\-; O; 2 (eos. 2 — eos A) — 2 sen 2H-sen í . 

9. Resulta de las consideraciones que preceden, que la in
tegral M puede considerarse como una magnitud variable; mas 
la idea de que una cantidad varia, implica esta otra idea: que 
varia por algo; es decir, supone la existencia de una ó mas 
variables independientes: ¿Cuál es según esto la variable, 
ó la serie de variables de que M depende? La magnitud M 
varia con la función arbitraria y = <? (x), y en este supuesto se 
dice que la integral M es función de la función arbitraria 
y= <? (*). 

Veremos mas adelante que esto equivale á considerar M co
mo función de infinitas variables. 

40. Acudamos al método de las representaciones geométri
cas para hacer mas palpables aun los resultados que preceden. 

Fig. 4. Si representamos por AB, y ab, dos curvas cuyas 
ecuaciones son respectivamente t>=V (x), y= <?(x), la inte
gral M estará representada por el área ABPQ comprendida entre 
las ordenadas AP, RQ correspondientes á las abscisas OP = x0, 
OQ = xm , el eje de las x, y la curva AR. 

Puesto que la función V depende de la función <p, la forma 
de la curva AR dependerá asimismo de la curva ab, y podrá 
decirse abreviadamente que la curva AR es función de la ab. 

Análogamente, el área ABPQ dependerá de la curva ab, 
y si esta última varia de forma por la ley de continuidad al 
pasar á las posiciones a' b', a" b" , el áreaM = ABPQ 
variará también por la ley de continuidad: observación impor
tantísima, en que estriba por decirlo asi todo el cálculo de varia
ciones. 



™V dx, 
K 

cuando ,<p (x) varia, habrá en general uno ó varios máximos 
ó mínimos: la determinación de estos valores y de la fun
ción <p (x) correspondiente es el objeto del cálculo de variaciones. 

Diremos pues, que el cálculo de variaciones tiene en gene
ral por objeto hallar los máximos ó mínimos de integrales 
definidas dependientes de funciones arbitrarias , y la forma 
de estas funciones. 

12. Teorema, i." Toda integral definida de la forma 

V (x, y , y ' . . . . . y w ) dx, en que xa y xm son cantidades 

constantes, puede considerarse como función de n.H- 1 series 
de variables. 

2.° El número de variables que cada serie contiene es in
finito. 

3.° De estas n-f-1 series, solo una de ellas puede consi
derarse compuesta de variables independientes. 

Para que la demostración sea mas sencilla podremos supo
ner que el índice n es igual á dos unidades. 

Descompongamos el intervalo xm—x0 en m partes iguales, 
siendo m un número infinitamente grande, y designemos cada 
una de estas partes por dx: tendremos la serie 

xa, x0-+-dx, x0-+-1dx,xt>-+-Mx, xm=xa-hmdx. 
Supongamos que se fija arbitrariamente la serie de valores 

de y, 
í/e» ?/«. y>3 y*' y™ 

con la condición deque las diferencias sucesivas »/,—y0,y i— 
sean infinitamente pequeñas: estas series equivaldrán á una 
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y*l v'> y*'> y'i> f* 
y» > yt ' Vi 'Vi > y™ 

cuyos términos generales son í / ' p _ , = — y " p - \ — 4 v ^ • 

Descomponiendo ahora la integral en sus elementos, resultará: 

M = V .(*„, y 0 , y / , y 0 ") d* + V (áp„ y„ y / , y ,") d* 
y,. y . ' . y / ' ^ - K . . . 

En este valor de la integral entran las tres series de variables 

y 0 . y., y*, y». y*, 
y 0 ' . y / , y / , y,', 

yo", y / ' , y," , y ," , y«" , 

de las cuales la primera está compuesta de infinitas variables 
independientes. Determinada esta serie, las dos restantes que
dan determinadas también, asi como el valor M de la integral. 

Generalizando las consecuencias que preceden resulta, que 

/

>Xm 

V(x,y, y ' . . .y ( n ) ) dx puede considerarse como 
x 

o 
función de las n-\-i series de variables:. 

(")• • • • ?/c ?/«. fZ y„----ym, 
y¿> y/> i?J> y / , $L¿ 

de las infinitas funciones y = ? O), y determinarán las dos 
nuevas series 
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(•>) (") (n) (,j ( n ) 

y» >y< , y5, V m , 
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la primera compuesta de variables independientes, y de fun
ciones de y0, ylt las demás. 

13. Puede llegarse á estos mismos resultados por considera
ciones geométricas en estremo sencillas. 

Fig. 2. Supongamos que sobre el eje de las x se fijan los 
puntos x0, xt, x^, xs, xm infinitamente próximos entre sí, y 
en cada una de las ordenadas x0a, xLar, xma,(m) los puntos 
a, a', a'r a ( m ) también infinitamente próximos: resultará la 
curva continua aa ( m ) que será una de las comprendidas en la 
espresion f/=? (x). 

Pero una vez determinada la curva «p (x); la tangente en cada 
punto, el radio de curvatura, y en general las derivadas y' ,y".... 
quedan determinadas también; luego podremos mirar la serie 
infinita de valores de y, como una serie de infinitas variables 
independientes, y las series en yr, y", y ( n ) , como otras tan
tas series de variables dependientes de los valores de y. 

14. Pueden sustituirse á las variables de la 1 s e r i e algunas 
délas comprendidas en las restantes, considerando las nuevas 
variables como independientes. 

/

>Xm 

Y(x, y, y', y", ij'")dx: 

resulta de lo dicho que podremos mirar 

y0> yJ> y0"> y*> y* y™-i> y™"> y»,» y™> 0 ) 

como una serie de variables independientes. 
Fig. 3. En efecto, y0 determina la posición del punto a; y0' 

la dirección del elemento aa', y por lo tanto el punto a' corres-
3 



pondiente á la abscisa x0-\-dx; y" el incremento de y0' ó la di
rección del lado infinitamente pequeño a'a", es decir, el punto 
a"; j / 5 el punto a'"; y así en adelante hasta i / m _s que fijará la 
posición del punto b'". Por otra parte ym determina el punto 
b; y'm el elemento bb' ó el punto V; y m" el punto b" del 
elemento b'b". 

De donde resulta que la serie (i) determina la forma de 
la curva ab y todos los elementos restantes de las series (n). 

15. Si como acabamos de demostrar, la integral M equi
vale á una función de infinitas variables , y si por otra parte los 
métodos espuestos al principio de estos apuntes no dependen 
del número de variables, claro es que no habrá obstáculo al
guno para aplicar á este caso los procedimientos esplicados so
bre máximos y mínimos de funciones de muchas variables in
dependientes. 

Asi pues , hé aquí la marcha que deberemos seguir en to
dos los problemas del cálculo de variaciones : 

1.° Descompondremos la integral en m elementos, siendo 
m un número tan grande como se quiera. 

2.° Consideraremos en la serie (n) m + 1 de las varia
bles que contiene como independientes, y las (m-+-\) (n-\-\) 
—(m-\-i) = n (m-híj restantes como funciones de las prime
ras, y aplicaremos en este supuesto a la integral M el método 
esplicado en el núm 5. 

16. La aplicación del procedimiento del núm. 5 supone 
que las variables independientes reciben á partir del máximo 
ó del mínimo una variación infinitamente pequeña: asi por 
ejemplo la ordenada mp fig. 4 , recibirá el incremento mm'\ la 
tangente en el punto m esperimentará asimismo una varia
ción positiva ó negativa; y en general, todas las variables de 
la serie (n) recibirán incrementos ó decrementos infinitamente 
pequeños. 



— 19— 145 
Estas variación es se representan con la letra griegas para dis

tinguirlas de las diferenciales; y las espresiones Sy, Sy', Sy".. SyW — 
que representan las variaciones de las ordenadas, y de las de
rivadas y', y" -— se designan con los nombres variación y, 
variación y', variación y" 

17. Suponiendo que ab representa la curva correspondien
te al máximo ó al mínimo, el conjunto de variaciones 

fyo,8»,,*»,,8» fym 

determina una segunda curva a' ¥ infinitamente próxima á la 
primera, cuya ecuación será y = Introduciendo la condi
ción y=<ti(x) en la integral M, resultará para esta integral la 
variación sM, quesera infinitamente pequeña de orden supe
rior siSy,Sy', son infinitamente pequeñas de primer orden. 

/

X m 
Vdx 

cuando los límites x0, xm son constantes. 

18. Supongamos para simplificar los cálculos que la fun
ción V solo contiene las tres primeras derivadas y', y", y'": 
descomponiendo la integral en m elementos resultará, 

M=V(* 0 , y0, yo', yo", y^ ,)dx-h\(xt, y „ y, ' , y ," , yt'")dx 
-H y&m, Vm, ym', Vm", Vm",)dx. 

Aplicando el principio del (núm. 3), y representando en 
general porY ,Y' , Y", . . . las derivadas de V respecto iy,y',y".... 
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Y por Yp.Yp', Y/ ' , . . . . . los valores de dichas derivadas para x?, 
tendremos: 

m=(Y08y0+Y'¿y'0-*-Y\Sy"0-hY»'0Sy'"0)dx 
+(Y th .-H-Y' ,8*/', -+-Y" 1 + r i V " , ) á í 

4 - ( Y M 8 2 / m + Y ' r a s / / m + Y / /

m o V ' m 4 - Y / / /

m s / / ' ' ' m ) d x = 0 , 

r pXm /~-%m 

o abreviadamente sM — / dx Y sy-j¡- I dx Y' hj 
J %o % X0 

/

fita p X m 

dxT'ly"^- J & Y " V " = 0 (1) 

19. Consideraremos como variables independientes las 
comprendidas en la serie 

Vo' V'o' y"o> Vi' ViVm—í> 2/m—3> y'm> y m¡ ym; 

y trataremos de eliminar de OM las restantes; para lo cual trans
formaremos cada una de las integrales de la fórmula (1) en 
otra, que solo contenga las variables independientes 

y o y y" > v7> h-

/
¡xm 

Ysydx=Podremos cambiar en la 
o 

/

)Xm 

Yzydx los límites x0, y xm, en x0-+-3dxy xm—Mx, 
X 

o 

con lo cual cometeremos un error infinitamente pequeño de se-
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gundo orden representado por la suma (Y 0

52' 0-(-Y 1

s.v 1-i-Y ¡ ¡

52/ s 

-+-Ym_2 8y i n_ 2-+-Ym_, 8ym_ 1H-Ym8ym)(ia;, y por este medio habre
mos hecho desaparecer de la primera integral las variaciones 
^i^y^Um-^ym-u no comprendidas en la serie del núm. 19. 

Resultará, pues, representando por L la primera integral 
ele la ecuación (1) 

V»ydz (L) 

/

xm Y'oy'dx=L& integral propues-
%• 
•«o 

t a , que designaremos por L, puede desarrollarse en la se
rie de términos ( Y / S y / - h Y / « y / + Y/fy/ YV_ 2Vm_ 2 

-h \ v

m _ 1 02 / /

m _ 1 - ] -Y /

m % / m)d*=L / , de la cual deberemos elimi
nar S j r / , $y/ V ^ - Í en función de las variables indepen
dientes. 

Fig. 5. 22. Sea AB la curva correspondiente al máximo 
ó al mínimo, y A'B' otra curva infinitamente próxima á la pri
mera: AA' y BB' serán dos variaciones consecutivas de y que 
representaremos por 8 f / p _4, 8 </ p , y podrá establecerse desde lue
go la relación , 

Vp - i= tang. B'A'C'—tang. BAC; 

, B'C BC B'C'—BC B'C'+BC—(BC+BC) 
o bien s ?/ , = — — = — = -¿ 4 

dx dx dx dx 

BB'—AA' . , s y — s 
= ~dx—; Y Por ultimo: 8 / ^ = — 
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Haciendo variar ahora p entre 1 y m-j-i , resultará : 

dx ' dx ' ' 

oV _ sym—sym-i . . . , _ y m + i - ^ m . 
í / m - i , ; Stfm -í '-*—».* 

dx dx 

/
vV m 

Y ' ly' dx = L ' 

obtendremos la espresion 

L ' = / Y , 8 y < ~ 8 y ° I Y + Y ' 8 l i Z ^ ? 
\ 0 &t dx % dx "' 

ó bien 

L ' = Y m % m - n — Y ' 0 8 « / o 

Supongamos ahora que el número de elementos de la integral 

crece hasta el infinito: dx se aproximará á cero; 

dY' tenderá hacia el limite p ~' ; sym+{ se reducirá á &ym; y fi-
(IX 

1 p — j p—1 
dx 

tW—Y ' Y ' — Y / • Y ' m — Y ' m _ i . 1 

- i r ^ - " - d x - — s í — * - r -
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nalmente la parte relativa al paréntesis se reducirá á la inte 

Tendremos pues 

23. Despreciando,—análogamente á lo que hemos hecho en 
el núm. 20,—algunos infinitamente pequeños de segundo or
den , podremos sustituir el valor anterior de 1/ por este otro: 

m ri&m 3(&C /t\t 

0 J xQ+Zdx d x 

espresion en la que solo entran las variaciones arbitrarias 

24.=Teorema. Dedúcese ademas, de lo espúesto en los nú
meros 2 1 , 22 y 23, que en general á la fórmula 

ó representando en general^(#m)—w(xQ) por la notación [^(x)} 

0 tj rf 
x 0 



/

Xm 

Zh'dx-

puede sustituirse esta otra fórmula: 

m /~.Xm—^dXfjni 
N=[Z««3 — / ^pzdx [N] 

0 J x0-+-Mxdx 

Yr'sy"dx = Designemos por 

h " el valor de esta integral; tendremos aplicando al caso actual 
la fórmula (N), 

L" = [ Y " y ] — / ^-h/dx; 

y análogamente, sin alterar los límites (núm. 20.), podrá susti-

-j-Sy'dx, según la fórmula (N), la 
x0-+-odx á x 

espresion 



«espresion en la cual solo entran las variaciones arbitrarias 

Y'" cy"'dx — Designando por 
x 

V" la integral anterior, aplicando el principio del núm. 24, y 
recordando que siempre pueden sustituirse los límites xB ,yxm, 
por x^Zdx, y xm—Mx, y recíprocamente, tendremos : 

a ^x^a—Mx^Y'" r dY'" T 1 

0 J x^dx d x L dx i 

r / x0-\-Zdx a x 

y finalmente: 

[ dY'" d*X"' ~ l m 

/
# r o—3dx d*Y'" 

-j-roydx: [L"'l 
a;0-|-3d^ a * 

espresion en que solo entran las variaciones arbitrarias de 
la serie Sy 0,8¡f/. « y / , «y,, «y 4, sy m _ 3 , s ? / m " , 5 y m ' , Sy m . 

27. Sustituyendo en la fórmula (1) los valores ÍL] [L'i (L"; 
[L'"l tendremos por último : 

A 

y poniendo en M este valor resultará 

V ^ W ^ ! L" ! 



(2) 

x0+Zdx\ d x d x d x / 

Fácil seria ya deducir por analogía la espresion de sM para 
cualquier valor de n: sin embargo, á fin de simplificar los 
cálculos conservaremos para el índice n el valor 3 , con lo cual 
es evidente que no perderán nada de su generalidad las conse
cuencias á que bien pronto llegaremos. 

28. Hemos supuesto hasta ahora, que las variaciones 

son independientes entre sí; sin embargo, puede suceder que 
las variaciones estremas Sye, Sy0', hJt)", iym", 8ym', 8i/m, ten
gan que satisfacer á ciertas relaciones, quedando arbitrarias las 
variaciones intermedias Sy3 St/m-3, y en este caso habrá 
que aplicar el principio del núm. 5 como veremos mas ade
lante. 

29. Supongamos ; en primer lugar, que todas las variacio
nes del núm. anterior son arbitrarias: ordenando el valor de SM 
por relación á % 6 , s?/0' ; desarrollándola integral en sus 
elementos ; y representando en general por T la espresion 

valores tío T para cada uno de los elementos de la integral, y 
i»r tescoeficientesde °y0, $y0', tendremos: 
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sM — A m 8 y m + B m Sy'm+Cm ¿yf,

m—C0 5y0"—B0 ty0'—A0 zVa 

+ T S 8 t A + T 4 8 y 4 H - = 0 , 

y según el principio del núm. 4 , obtendremos las condicio
nes siguientes: , 

(5) A n = 0 ; B m = 0 ; Cm = 0 ; C 0 = 0 ; B o = 0 ; A o = 0 : 
T 5 = 0 ; T 4 = 0 T m _ , = 0 ; T m _ 3 = 0 

30 Examen de las condiciones [3] . Al conjunto de las 
condiciones 

T¿=0, T 4 = 0 , T.n-.^O, t m _ , = 0 , 

dX' d* Y" 
puede sustituirse la condición única T = 0, ó Y T~ '•' . • 

dx dx' 

d3Y'/f 

. considerando en esta espresion á x como variable 
dx 

entre los límites x0-{-'ódx, xm—Mx, ó bien x0,y xm. La espre-

d\f d* Y" d'Y'" 
sion Y — h — — - = 0 contiene en general las vana-

dx dx~ dx' 

bles x, y, y', y", y"', ylY, if , yyl, y es por lo tanto una ecua
ción diferencial de 6." orden con dos variables x é y; ha
llando pues su integral general que representaremos por 
<t> (x, y, a, b, c, d, e, f,J=0 y que contendrá seis constantes 
arbitrarias a, b, c, d, e, f, la curva«i>=0 será la correspondiente 
al máximo ó al mínimo de la integral propuesta. 

Por otra parte, entre las seis ecuaciones Am — 0; B m = 0 ; 
Cm-=0; C0—0; B o = 0 ; A o = 0 , que contienen las seis incógnitas 
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0o. Vi'~ V o ' V m , y ¿ > y J ' > podremos deducir ei valor de estás 
seis incógnitas y por lo tanto determinar los valores de las cons
tantes a, b, c, d, e, f. 

En efecto, puesto que la curva <i>=0 ha de pasar por los 
puntos (x0, yB) (xa , ym), tendremos las dos ecuaciones 

<t> fx0, y 0 , a, b, c, d, e, fj=0 )W. 
* ^ c m , y m , o» b, c, d, e, fj=0 V ] 

ademas, designando por * ' =O, y * / /—O las relaciones que re
sultan en x, y , y ' , y x, y , y ' , y " , de diferenciar dos veces la 
ecuación a>=G; ó lo que es igual, suponiendo 

tendremos ias cuatro ecuaciones 

Las seis ecuaciones (a) (b) determinan los valores de o, b, 
c, d, e, f y el problema queda completamente resuelto, en la 
parte que se refiere á la determinación de la curva, ó de la 
relación o f£yj=0 correspondiente al máximo ó al mínimo 
de la integral. 

3 i . Las condiciones obtenidas en los números anteriores no 
son suficientes para que la curva <t> —O corresponda á un máxi
mo ó á Oh mínimo, ni dan á conocer tampoco cual de estos dos 

<s>'í*m, ym, ffci, a, b, c, d, e, fj=0 ( 
l/o. yj. y", a, b, c, d, e, fj=0 l ( } 

*tfaw ym, y'm, 9**1 a, b, c, d, e, fj =0j 



— 29— 155 
casos tiene lugar. Será preciso ademas que S 2 M sea constante
mente mayor ó menor que cero para todas las relaciones 
y=w(x), que representen curvas infinitamente próximas á 
<t>=0; ó que si se verifica la condición 3 S M=0, se tenga al 
mismo tiempo s 3 M = 0 , y S*M > 0 ; y asi sucesivamente. 

Solo demostraremos la primera de estas proposiciones, por 
no detenernos demasiado, y por que ademas, esto hará ver 
que en nada varia,— aplicado á este caso,— el método de de
mostración que se emplea para el de una ó mas variables in
dependientes. 

Sea y=w_T¡(x); «,=*-_„(#)..•.y==xVo(x),..y=y¡fa_(x); y=y S(ÍC); 

una serie de funciones de x, de las cuales y==y 0(#) corresponde 
al máximo de M, y las demás representan curvas infinitamente 
próximas áy=w0(x), y designemos por Q, P, N, M, L, K, H, 
los valores correspondientes de la integral: podremos formar la 
tabla siguiente de diferencias sucesivas: 

funciones arbitrarias, s v_ 3 w_ s m0 v% *"s v t 

valores de la integral: ¡ Q P N M L K H 
variaciones primeras. . 8 Q 8P SN SM 8L sK 
variaciones segundas: i s2Q 8 2 P s s ] \ 82M 8 SL 

Supongamos que M es un valor máximo de la integral: ía 
segunda ser ie , ó los valores de la integral serán crecientes has
ta M, y á partir de este punto decrecientes: luego las diferen
cias primeras ó las variaciones 8Q, sp, SN serán positivas, y 
negativas las variaciones SM, sL, SK; ademas la variación de 
la integral en el intervalo de &N á sM pasará por cero, según 
hemos deducido ya de otras consideraciones espueslas al princi
pio de este escrito. Ahora bien, puesto que las variaciones 
primeras forman una serie decreciente dedúcese de aquí, que 



156 — S O -
las variaciones segundas ¿*Q, s*P serán CONSTASTEMESTÍ: 

NEGATIVAS para todas las funciones arbitrarias ir(x). 
Del mismo modo probaríamos que si el valor M es un míni

mo las variaciones segundas deberán ser CONSTANTEMENTE p o s i 

TIVAS. 

32. De aquí resulta, que para conocer si la función de
ducida de 8M=0 corresponde á un máximo ó á un mínimo 0o 
M, será preciso en general, y á menos que algunas condiciones 
particulares del problema no hagan inútil esta investigación, se
rá preciso decimos, determinar el valor de s2M; pero la deter
minación de 8- es en estremo delicada, y exije desarrollos que 
no tienen cabida en los estrechos límites de estos apuntes. 

33. Las condiciones indicadas en los números anteriores* 
para el máximo ó el mínimo de una integral, pueden caer en 
defecto algunas veces, por ejemplo, cuando el máximo ó el mí
nimo es un máximo ó un mínimo singular; pero no nos ocupa* 
remos de estos casos por razones semejantes á las indicadas en 
el número anterior. 

34. Hemos dicho en el número 28, que tal vez existan rela
ciones particulares entre las variaciones de los puntos estremos* 
y debemos examinar qué modificaciones sufre en este caso el 
método general espuesto en los números precedentes. 

35. Teorema. Sea 

r i m ,.£m—Mx 
8M= A S y + B 8»/-t-C Hí I + / T 8 í / = 0 

'„ ' X„-+~yd'x 

la variación de la integral espresada en función de las variacio
nes independientes 8 y „ , 8 ? / 0 ' , tytf ••• no podrá verificarse 
la condición sM=0 sin que separadamente se verifiquen las dos 
condiciones 



En efecto, sea amnpb fig. 6.", la curva correspondiente al 
máximo de la integral M, y aa' a" cb"b'b, aa'a"c'b"b'b, va
rias curvas infinitamente próximas á la primera, y tales que 
tengan entre sí en los dos puntos estremos a, b, un contacto de 
segundo orden, ó lo que es igual, cuatro elementos comunes: 
aa',a'a" en a; bb', b'b" en b. 

La parte relativa á los límites 
Km* y » . + B m 8 í / r a + C m 8 y"m-k0 8 y,—B 0 8 i , / _ C 0 8 y/ 

será la misma para las dos curvas acb, ac'b, puesto que yB, 
V*'Vf.>yp> 3/'>>>> V*m> son las mismas para todas las curvas 
que pasan por a y b y tienen un contacto de segundo orden en 

• T8t/ será evidente-
x0-\-Mx 

mente distinta para cada una de las curvas acb, ac'b; si repre
sentamos por D la parte correspondiente álos límites, y por E', E" 
los valores de la integral para cada una de las curvas antes in
dicadas acb, acfb, resultará,— puesto que 8 M es cero para todas 
las curvas infinitamente próximas á anb,— 8 M=D-f-E'=0, y 
8 M=D-t-E"=0, y restando de la primera ecuación la segunda 
E'—E / /—0: resultado absurdo á menos que no se tenga E ' = 0 , 
E " = 0 , y en general E = 0 para las curvas acb, ac'b, ac"b 

Podremos pues deducir de lo que precede, que la condición 
«M=0 no puede verificarse á menos que las dos condiciones 

no tengan lugar á la vez., 

í ~]m ..Xm—Zdx 
A sjH-B Sy'-hü m" = 0 ; / T s ^ O 

L J 0 y x0-¡-Mx 

- i r a

 r.xm—Zdx 
A 8 t/H-R 8 y'-f-C 8y" = 0 ; / T 8 y = 0 ; 

L J , J x,-^Mx 
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35. Supongamos ahora , que en t rey 0 , yj,y/,yK,y¿,ym" 
existen las dos relaciones 

0 = O; w = 0. 

Puesto que en la ecuación 

A m 8 y m + B n % ' m 4 - C m 8 ^ m - A 0 s y 0 - B 0 «y /—C 0 «¡,8* = 0 
• 

no son arbitrarias todas las variaciones sym, sy'm , no po
drán aplicarse al principio del núm. 2 y será preciso acudir 
al método espuesto en el núm. 5. 

Tomando las variaciones de $>, y w tendremos: 

* ' 8 « w S b * í „ 8 y 0 " - H * ' fym-r-*\ o y m \ 
yo .Vo y<¡ 3/m ?/ m | 

¥ ' » = o / 
y m f 

Vo 2ío Vo ,ym y ra l 

1 

y eliminando entre las ecuaciones (<i> \y), y la ecuación 
A m 8 y m - + - . . . = 0 , dos dé la s variaciones Sy0 8 y 0 ' . „ — por ejem
plo, Sy o", Sy" m que consideraremos como funciones de sy0, 

8y</> 8 y m > 8y 'm,—tendremos una ecuación entre las cuatro 
variaciones restantes, que podremos representar por 

A' m 8y m - t-B ,

I 0 8y' mH-A 0 ' Sy.H-B.' s y o ' = 0 , 

en la cual los coeficientes A ' m , B ;

m ) A / , B 0 ' serán funciones de 
las seis cantidades y a , y 0 ' , y / , y m , y ' m , y u

m : en la espresion 
anterior tym, 5y'm, 8 y o , «¡y/, son variaciones independientes, y 
por lo tanto tendremos 

A ' . = 0 : B ' m - 0 : A a ' = 0 ; B , ' = 0 . 
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Las cuatro ecuaciones anteriores, y las dos * = 0 , \y=0, 

darán los valores de las seis incógnitas y0, y0' , y conocidas 
estas cantidades podremos aplicar el método del número 30: 

¿ dY' ífY M ] \ 
Y r¿»it-> Jf¡—t-?=0 hará pues conocer la ecuación de la 

dx dx dx5 

curva correspondiente al máximo ó ai mínimo, y las ecuacio
nes (a) y (b) determinarán las constantes a, b, c, d, e, /'. 

Un método análogo se aplicaría al caso en que fuesen 1, 3, 
4, 5 las ecuaciones de condición. 

Si en vez délas dos ecuaciones <i>=0, i i r = 0 , se diesen seis,— 
es decir, tantas como variaciones sy0, sy/ ,— entre estas 
seis ecuaciones determinaríamos las seis incógnitas ?/„, y0' y 
fácilmente hallaríamos las constantes a, b, c, d, e, f. En cuanto 
á la condición relativa á los límites, siendo y0, y0', constan
tes , sy0, SyJ, se reducirían á cero y dicha condición se verifi
caría por sí misma. 

/
i * m 

Ydx 

cuando los límites x0jxm son variables. 

3G. Sea a b (fig. 7.a) la curva correspondiente al máximo de la 

Ydx, cuya ecuación supondremos que es y=<?(#), y 

AB laque tiene por ecuación v=Y(x), ó sea el resultado de sus
tituir en Y(x, y, y' ,y", y'"), en vez de y, y', y", y'", las funciones 
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según hemos visto en el núm. 10 el valor M de la integral estará 
espresado por el área APBQ. 

Consideremos otra curva a'b' infinitamente próxima á ab, y 
la curva correspondiente A'B': el nuevo valor de la integral será 
igual al de el área A' P' B' Q' , y por consiguiente sM será igual 
á la diferencia de las áreas A'P 'B'Q' y APBQ. Despreciando los 
infinitamente pequeños de segundo orden Ar A',BDsB' ten
dremos : 

SM=B QQ's—APPV+A'DB C, 

y representando por sx0, y s.-cm las variaciones de las abscisas 
límites resultará: 

m=\m sxw—V 0 s-r 0+A'DBC=[V s.-r]^-i-A'DBC. 

La parte A' D B C representa la diferencia de las áreas A' P' Q D y 
sii & m 

CP'QB, ó sea la variación de la integral / Xdx en que 

los límites #0-f- tx0 y xmpermanecen constantes; por otra par
te, podremos sustituir al límite inferior x0-\- *x0 el límite x0 co
metiendo un error infinitamente pequeño de segundo orden, 
así pues, la condición del máximo ó del mínimo será, 

[ ~| m /-}&m 

Ndx su valor (núm. 27): 



oí . En la ecuación anterior $y, s y', o y", represen
tan las variaciones de las magnitudes y, y', y"...... al pasar 
de un punto m de la curva a b al punto m. de la curva a' b' cor
respondiente á la misma abscisa; ó lo que es igual, se supone 
que, al transformarse la curva a b en otra infinitamente próxi
ma a' V, todos sus puntos han descrito paralelas al eje de las 
y ; podriamos , sin embargo , generalizar algo esta hipótesis su
poniendo que un punto m de la primera curva se trasladaba 
describiendo una curva cualquiera al punto m'; en este 
caso, no solo variaría la ordenada y, sino que también la absci
sa a; esperimentaria una variación mp, y fácilmente pueden in
troducirse estas nuevas variaciones en la fórmula obtenida ante
riormente. En efecto , puede establecerse desde luego la relación 
m'n=m'p—np=m'p—y'mp , ó bien, representando por s , 
las nuevas variaciones. 

De aquí resulta,— aplicando alas curvas derivadas y'= ?/(#), 
y" = <?t"(x) el mismo método,— 5y' = 8 ty'—y" 8 tx; 

s y"==3 iV"—yr"s ix Sustituyendo estos valores en «M, y 
suprimiendo el subindice de 8 tendremos: 

— 5 5 — 161 

8 L 0 * + ( v — i ¿ + V ) 0 y + ( 1 — ; * ¡ r ) s , / 

- o <J x.-hMx V d x dx* dx* J 

~v T v ^ , í\r dY" *WÍ\) 
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Y " _ i í r ) ( h j ' ~ v " S a ; ) + Y '"( zy"-y"'

 S x)J 

Los métodos espuestos en el núm. 28 y siguientes serán 
los mismos para este caso que para el de los límites constan
tes , sin mas diferencia, que la que naturalmente ha de resultar 
de la nueva forma de 8M. 

El principio del núm. 35 subsiste pues aquí, y por lo 
tanto deberán igualarse á cero separadamente la parte relativa 

pXm—Zdx 
á los límites, y la integral / . Esta última condi-

J xa-\-Zdx 

cion no podrá quedar satisfecha á menos que no se tenga 

, dY' <f Y" d*Y'" A Y 5 — h - n 7 T - = 0 , ecuación diferencial de sesto or-dx dx xd 

den que dará la ecuación de la curva correspondiente al máxi
mo ó al mínimo:en cuanto á las constantes se determinarán 
por la condición relativa á los límites 

X m oxm-+-A_m 8 í / m - H B m 8 f / , „ 
+ C r a S y " r a - X 0 te - A 0 hj —B 0 S y ' 0 — C 0 8 j , " 0 = 0 , 

ó por esta condición combinada con otras relaciones entre 
xo»Vo > Vo' > Uo" >xm, y m , yJ., y J ! , si estas relaciones existen. 

Supongamos, por ejemplo, (flg. 8.) que la curva correspon
diente al máximo ó al mínimo ha de satisfacer á la siguiente 
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condición: «que sus puntos estreñios a, b hayan de estar sobre 
las curvas R 0 S 0 , R m , S m , cuyas ecuaciones designaremos por 
y=foix):> 1J=fi{x): e s evidente que las curvas a'b',a"b", infi
nitamente próximas á ab deberán satisfacer á la misma condi
ción , luego x0,y0, x m , y m , j las variaciones %x0, Sy0, oxm Sym, 
deberán asimismo satisfacer álas ecuaciones y=/"„ (x); y=fi{%)', 
dy=f'a(x)dx; dy—f l(x)dx; resultará pues: 

yo = fAXo)'> J / m = / m ( ^ m ) ; hJo = f \ (*•) SXo > SVm=f'm(Xm) ¿Xm 

1 

Sustituyendo los valores de 8 y0 $ym (núm. 5.) en la ecuación 
X m 8 xm-\-Am 8 ym-\- = 0 , ordenando el resultado que se ob
tenga respecto á 8a;0, s y / , Zy/,Zxm, oym

r, Zym", igualandoá 
cero los seis coeficientes de estas variaciones, y combinando es
tas seis ecuaciones con las ecuaciones«/„=/»(#„); y m = / m ( # m ) po
dremos hallar los valores de las ocho incógnitas x0,yg, y 0 ' , y", 
Xm,ym,yJ,yJ',y por lo tanto los valores de las seis constantes 
a, b, c, d, e, f(núm. 30). 

38. Pudiera suceder que V contuviese alguno de los valores 

estremos x0, y0 —por ejemplo, x0,—y en este caso SM con

tendría un término mas de la forma j * 8 x0dx= 8
 X

0J^^~ dx' 
que debería agregarse á la parte relativa á los límites. 

Como consecuencia de los métodos hasta aquí espues
tos indicaremos algunos teoremas importantes, que hubieran 
podido servir de base al problema de las variaciones si direc
tamente hubiéramos dado su demostración; pero cuya razón 
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lle ser, si asi puede decirse, no se hubiera comprendido tan íá» 
cilmente en un principio como ahora , por mas que de seguir 
este método se simplificase algo la esposioion de los procedió 
míen tos esplicados. 

VETO 

son constantes, y dx es nula, en toda la serie de los cálculos pue
den invertirse los signos variación y diferencial: es decir, que 

day da$y se tiene 5——.=——£.. dxa dx 
En efecto, resulla de lo dicho en el número 22 que 

dx dx 

luego podremos establecer la serie siguiente de ecuaciones • 

•> dyn di/a-^_dsi/n-^_ dxa-i_ dx _ r f ' s f - i » 
dxn dx dx dx dx dx1 

d'1 5 í n~1¡l 

° dxn-n'_dz 3¡Y"- 5 

diK* (to s 

y analmente § -,-- - = , -. 
dxn dx* 
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40. Teorema 2." Aplicando el método de la integración 

por partes se puede eliminar bajo el signo integral la variación 
de una función derivada en valores de la variación de la función 
primitiva. 

Z 8 z'dx= Z 8 z — / — — s zdx 
Xo H J O # 0 

/ ^ f d s z f TI.,., px™d% 
o b ieny Z—^— <ix= j^Zs ^ J — J ~dxSzdx' e s P r e s ' o n 

en que se observa, que el segundo miembro es el resultado de 

, d 8 z . , , , ^ 
integrar por partes el primero , lomando • dx por parte in-

(too 
tegrable. 

/
xm 

Ydx siempre es 
•% 

posible invertirlos signos J*, 8,—-aun cuando los límites sean 

variables,—considerando dx como variable de una curva á otra. 
En efecto descompongamos la integral en sus elementos y repre
sentemos el producto Ydx por U; tendremos, 

M ^ - h U . H - l V + U . H -

y suponiendo que varía la función y, y sus derivadas; x y dx; 
y representando por W, U / , U / los nuevos valores de M y 
de los elementos de la integral, resultará M ' = = U 0 ' H - L Y H - U / 
H-U/-H- y restando de esta ecuación la anterior, obtendre
mos para M'—M el valor 

M ' - M = ( U / - U 0 ) + ( U / - U 1 ) + ( U / - U j - H 
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42. Teorema 4.° Representando 8 y 8, las variaciones 
de las variables y, y', y" — 1 -° en el caso en que se conside
re x como constante; 2.° suponiendo que x varía, —tendremos 
en general 8yW= 5,i/ n>—y< n + 1 ) íx (núm. 37). 

Máximos y mínimos relativos. 

L(x, y ,y,' y," y"')dx, 
i* 
jj0 en la que supondremos que el coeficiente diferencial L solo 

contiene la función y , y las derivadas y', y", y'": es evidente, 
según se deduce délo dicho en los números 8 , 9 , 10 , que 
existen infinitas funciones arbitrarias, y = <? (x), y = ? , (x) 

do constantemente igual á c. 
Ejemplos.—\.° Las funciones y = e x , y==2 e x , y = 3 e J 

sustituidas en la integral J{y — ^y'-^y")dx dan siempre un 
o 

resultado igual á cero. 
2.° Si representamos por y = <?{x)~,y== y— ?,(#)•••• 

las ecuaciones de infinitas curvas amb ,am'b am!'b. (fig. 9) , . . . . 

y finalmente 
i-i Xm f. Xm 

; / I - / SU. 
J x0 J. xi 

/

xm 

L dx, dan un resulta
r e 
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tales que sus longitudes entre los puntos a, b sean iguales á 

\/\-\-y'% d x será constantemente igual á c 
•-.aró**.!*), no *-«n :0--= . . . . -\ IV 

para todos los valores de y',—yr— ?' (x), y'= <?.¿ (x)....,—y pol
lo tanto para todas las curvas y= <?(x), y= ?,(#) 

Y así pudiéramos multiplicar los ejemplos hasta el infinito. 
44. Supongamos ahora, que se sustituyen las funcio

nes y= <?(x),y= <?t(x),y= ?,(#) en otra integral 

/ \(x,y, y',y'r, y"')dx; su valor variará por ley de 

continuidad si ? , <?,, <?, representan curvas infinitamente 
próximas , y si designamos por M , M t , M, la serie de va-

V dx es evidente, que esta serie presentará 
• ü t*„ . 

< -JJrftno^i'í fioe .*¡b*F* \ nn^ ' í i iü üi.yo mvimM . 9»p ,!i.í;:.¡i 
en general uno ó varios máximos ó mínimos : estos máximos ó 
mínimos reciben el nombre de máximos ó mínimos relativos. 
Así pues, se dice que se busca un máximo ó un mínimo re
lativo, cuando se trata de determinar una función y = » (x), 

que haga un máximo ó un mínimo la integral / Y dx , sa-
J x 

tisfaciendo á la vez á la condición / L dx = c. 

/
'•Cni 

V dx la integral cuyo máximo ó mínimo 
.qbaifiífiq timioñifHft*™ a u p ,*!«ir £ i o n ; h í j -j; wuá^.^T.: 
relativo buscamos : para que M pase por un máximo ó por un 
mínimo, deberá verificarse la condición general (número 3) 



/

a &m 
L dx un valor constante c, ó lo que es 

L dx sea rigorosa-
rv 

mente nula. 
Representando por n esta integral, y por am, bm, cm,ae, 

b0, c o , í s , í 4 coeficientes análogos á los A m , B m , C m , A o , 
Bo, C o, T 5 , 1 \ , la variación de n podrá espresarse por la 
fórmula 

5n=am 8 y m + & m s y /

m - + - c m *y" m — aoSyc—bJ y¿—cjy/ 

y será preciso que las variaciones 8 y m , 8 y ' m , satisfagan á 
la vez á las dos condiciones 3 M = 0 , 8 n = 0 . 

46. Parece á primera vista, que seria suficiente para redu
cir este caso al del núm. 4 , eliminar entre las dos ecuaciones 
o M = 0 , 3 n — 0 , una délas variaciones de la serie 8 y m , 6 i/m 

Ü M = 0 , y suponiendo que los límites sean constantes resul
tará (núm. 29). 
5 M=A m

 S y m + B r a tym-+-Cm 8 y " m - A 0 «y—B 0 «y.'—C0 

"+"T3 8 y 5 4 - T 4 8 y 4 + = 0 ; mas en este caso las varia-
nes 8 y m , 8 y ' m , no son independientes, y el principio del 
núm. 4 no tiene aplicación. En efecto, establecer un sistema de 
valores determinados para y r a , y m ' , ym" es fijar de un mo
do invariable la curva acb figura 10 , infinitamente próxima á 
la anb del máximo ó del mínimo, en una palabra la curva de 
la variación S M ; pero en el caso que nos ocupa no es condición 
suficiente para el trazado de la curva acb que se separe infi
nitamente poco de la anb, es ademas indispensable que dé 



. . . . . . y considerar las restantes como independientes; pero 
debemos observar, que si en la ecuación 8 n = 0 se supone, que 
todas las variaciones menos una ,— s«/ppor ejemplo, — son 
arbitrarias, esta ecuación no podrá quedar satisfecha para valo
res infinitamente pequeños- de s yp. En efecto, fijando arbitra
riamente todas las variaciones § y m , sy'm menos 8 ? / p , la 
suma de todos los términos, esceptuando í p 8 yp, será un 
infinitamente pequeño de primer orden « , luego 

s yp = ;-•== una cantidad finita 

No podremos, pues, fijar arbitrariamente toda la curva acb, 
(fig. 10.) menos un arco infinitamente pequeño , sin fal
tar á la condición s»—0, y únicamente podrán considerarse 
como arbitrarias las variaciones correspondientes á longitudes 
finitas ad, bf, etc. dejando indeterminadas las que se refieran á 
otras porciones finitas dfáe dicha curva. Mas por otra parte, si 
es posible eliminar entre sM=:0, 8 n = 0 , un número infinito 
de variaciones 8 y p correspondientes-á una porción finita 
de la curva acb, podrán igualarse á cero los-coeficientes-de las 
restantes, y aplicarse por completo el método del núm. 6. 

Ahora bien, esta eliminación es posible, pues, como vamos 
T 

a demostrar, la relación — es una cantidad constante x, para 
todos los valores dea; comprendidos entre los límites x0, xm, 
por lo tanto multiplicando 8n por dicha constante x, y restando 
el resultado del primer miembro de SM, tendremos 8 M—Un=0: 
ecuación que se descompone, en virtud de la condición T—í x =0, 
en las dos condiciones siguientes : 

(A— la) «vH-(B— X6) 8 Í / ' + ( C — x c) Zy" = 0 ; T—X f=0 . 
- o 

La segunda es una ecuación diferencial, que dará por los 



La demostración üe este teorema se funda en el siguiente 
principio: «toda curva infinitamente próxima á la del máximo 

Ldx—constante, 
moa .ion «&MÍÍq& v ^«ahktfwi 

debe satisfacer á la condición s M = 0 ; ó lo que es igual, todo 
sistema de variaciones ^y3, ay i , . . . . . infinitamente pequeñas, 
que cumplan con la condición Sn—0 , deben asimismo cum
plir con la segunda condición sM=0.» 

Los coeficientes Y, t', son tan solo funciones de x, y, y'...., 
(refiriéndose estas cantidades á la curva del máximo ó del míni
mo) y por lo tanto independientes de °y0, syj, °y/, 8t/,, ay 4 , . . . 
luego si se prueba para un sistema de variaciones arbitrarias, 

que la proposición «—=consíaníe» es verdadera, quedara 

demostrado el teorema en general.-

f-.Xm 

4 x J 
O 

métodos de integración la ecuación finita de la curva corres
pondiente al máximo ó al mínimo, y la primera servirá para 
determinar las constantes de la integración. 

Antes de pasar mas adelante demostraremos el teorema ar
riba indicado. 

»6 aonain ' » j % n u m m i »¡J ?iÚtí>THlamm 47. Teorema. La relación —, ó su equivalente —j-, es cons-
1/ V 

tante para todos los valores de x comprendidos entre xo y xm. 

r T Í . 

Representamos por V y t' los cuocientes — , , o sean 

d\' d~X" d"'Y/fr 

Y—Mj—|————'-7—' Y I a espresion análoga de la integral 
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Ahora bien, podemos suponer que todas las curvas acb, 

(fig. 10.) correspondientes á °M tienen un contacto de segundo 
orden con la curva del máximo ó del mínimo en a y b, luego 
¡fm> Vm', Vm"', Vo'Vj' Vf' s o n cantidades invariables, sus varia
ciones serán nulas, y la parte relativa álos límites desaparecerá 
en las ecuaciones « M = 0 , S n = 0 ; estas ecuaciones se reduci
rán pues á T 3 S Í / . - H —0, t. sy 3 -h = 0 ; ó bien á 

/ Tdxfy=0,l l'dx sy=Q. 
y- x^t-hdx v xo-+-Zdx 

T' 
Supongamos que la relación -¡~no es constante, represen-

;'íüv\11í̂ í)fT *iíif^iD'^í11pi>ítt\'\ h *\ *\\\ ^^rfff>í*w*i'ií^"/ itifi i \ V \ \ \ vf\nti1 í 
temos por fix) (fig. 11.) su valor, y sea a'b" la curva cuya 
ordenada hemos designado por fix); fácilmente podremos fijar 
cuatro límites de x, xo', x'm, xf, x"m comprendidos entre xo y 
xm; suficientemente próximos dos á dos, para que en los in
tervalos x"m—x", x'm—xj, no cambien de signo f(x), V y pol
lo tanto f(x)t' = T'; y tales ademas, que el valor mínimo a" 
xf de x en el intervalo x\—x" sea superior al valor máximo 
Vx'm de dicha ordenada en el intervalo x'm—xj. 

Admitiremos, para fijar las ideas, que f(x) entre / m y . r , ' 
es constantemente positiva. 

Designando por h una constante comprendida entre b'x'm,y 
a"xy, podremos establecer las dos condiciones: 
... h>f(x) para todo valor de x comprendido entre x\, y xj. 

^ y li<f(x) para todo valor de x comprendido entre x"0, ys f f i " ; 
Consideremos ahora una curva agb (fig. 12.) infinitamente 

próxima á la curva del máximo ó del mínimo, y descompon
gámosla en cinco arcos ae, ef, fg , gh, hb, de los cuales el se
gundo y el cuarto correspondan á los límites x J, xj; x" ,xm": 
es evidente que podremos asimismo considerar descompuestas 



/

9m—Zdx xm—Zdx 

Vdx sy; I t'dx ly m 
xo+Zdx J xo-+-Zd 

cinco integrales parciales correspondientes á los cincos arcos de 
la curva ab. Cambiemos el arco ef en otro infinitamente próxi
mo edf, y el gh en gd'h, de tal modo, que si por la primera 

/
, xm

 1 i) dx 
t'dx Sy recibe un incremento « por la se-

x0-hMx 
gunda esperimente un decremento— a , lo cual podrá evidente
mente conseguirse, pasando de la primera curva afgb, á la se
gunda a dd'b , por variaciones de 5 y constantemente positivas 
ó negativas en los intervalos x'm—x0'; x"m—x"; 

y por lo tanto la nueva cur\a a dd'b satisface á la condición 
g n = 0 : en efecto, las tres integrales parciales, 

t'dxty; / t'dxty; / t'dxSy, 
x0-+-Zdx x'm Y\ x"m 

permanecen invariables al pasar de la primera curva á la según-

n/tt 
pX m px m 

da; las dos integrales / t'dxsy, f l' dxoy esperí-
X o Xo 

/

¡X'm pX'm \ 

t'dxoy= / Í ' d x 8 ( 8 f l ) = a 
v ' X I 

> (<x) 

d i c h 0 : 8 fX"mi'dxZy= fX"mt>dx*(Sy)=-« \ 



p X m 

V eamos la alteración que esperimenta la integral / l'dx 8 y, 
J xn 

/

I & m 
f{x) t'dx 8 y— al pasar de la primera curva á 

la segunda. 
Las tres integrales 

'X f x o " pxm—Mx 
J f{x)t'dxly; J . f(x)fdxiy, j ff(x)t'dxSy 

xú—\-]5dx X M ÍC ' M 

no sufren alteración alguna , puesto que los arcos ae ,fg, h b 
son invariables, luego para que la condición 8 M subsista debe 
haber compensación entre las variaciones de las integrales , 

/

) *v m p **J m 

f(x)t'dx*y; I f{x)t'dxty; 
rr I tj v lí 

pero esta compensación no puede verificarse, como vamos á de
mostrar. 

En efecto, de las condiciones (h) ( a ) se deduce para los va
lores numéricos de las variaciones de la primera integral 

/

?x'ra p X m p % m 

f(x) t'dx 8 y ?F= / / ' O ) t'dx 8 (8 y)<A / t'dx 8 ( 8 y)=ha; 
x0' fJ xj Y 

f" r" ^ r," 

/
id, xa /»«*' m p ^ m 

f(x)t'dx o y=— / f[x)t'dx 8 ( 8 y)>h / — t'dx 8 ( 8 y) = hc 
¿i! J r i r T ir 
J/g *"() '"O 

mentan variaciones a , — «, iguales y de signo contrario que 
se compensan; luego si parala curva afgbse verificaba la con
dición on—Q, esta condición también se verificará parala nue
va curva a cid' b. 
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por lo tanto sM no se reducirá á cero para la nueva curva 
a d d' b; resultado absurdo, puesto que la curva a d d! b sa
tisface á la condición 311 = 0, y se halla infinitamente próxima á 
la curva del máximo ó del mínimo. De donde se deduce que la 

relación P—X no puede variar con x. (1) 

48. Las condiciones del núm. 46 son las mismas á que se 

hubiera llegado, formando directamente la integral / (V— lh)dx, 
J x0 

y hallando el máximo de esta integral; de donde se deduce el 
método siguiente para bailar los máximos ó mínimos relativos 
de una integral. 

hdx por una 

constante indeterminada X; se agrega al resultado la integral 

! Ydx cuyo miiximo ó mínimo se busca; y se determina por 
•' X« 
los métodos ordinarios el máximo ó el minimo de la integral que 
resulte. 

49. Pasemos á la determinación de la constante x. 
Representemos por y=\\(x, x) la integral de la ecuación di-

L(.-r, y, yr...)dx~c 
. , V - , ^ 4 . ^ ^ -VV 

en vez de y, y', y" ; H (x,l), \\'{x,l), H"(a;,x) 
tendremos 

(1) Journal de Lioiiville-tomo 7.° nota de Mr. Berlrand. 



s?Xm 

/ L (x, H, H', H" )dx=c; 
7 xa 

y efectuando la integración,—representando por D(«, x) la inte
gral indefinida,—resultará: 

D ( z m , X ) — D ( r c 0 , X ) = c . 

De donde podremos deducir el valor de x en función de las can
tidades conocidas xm, x0, c. 

-

ÍP QrftiTfi »a i f i a iKf i^r t í ih í i i A vi*nP'l.tfd'II' ^iaVIírO ? O h *}b ^["ÍFÍ^G^H 

Máximos y mínimos de la integral 

pXm 

I V(x, y, y'...z, z'...)dx. 

50. Generalizando las consideraciones espuestas en los nú
meros 8 y 9 , podremos desde luego considerar la integral 

pXm 

I V(x, y, y'...z, zr...)dx como función de dos funciones 

arbitrarias y= *{x), z==w (x): de aqui se deduce que en la se-

V dx, 
•9Z ^ 

cuando ?(#)» y v(x) varien, habrá uno ó mas máximos ó mí
nimos correspondientes á ciertas funciones particulares de x. 

La determinación de estos máximos ó mínimos, y de los 
valores de y y z en x, que á estos máximos ó mínimos corres
ponden , constituye el problema general del cálculo de varia-
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ciones de integrales definidas con dos ó mas funciones arbi
trarias. 

51. Las dos ecuaciones y— f(x), (x), determinan 
en el espacio una curva de doble curvatura, y en este concepto 

Ydx depende, ó es función, 
^0 

de una curva cuyas proyecciones sobre dos planos coordenados 
serán y— <?(#), z=^'(x); ahora bien como siendo arbitraria la 
curva en el espacio, son asimismo arbitrarias sus proyecciones, 
y recíprocamente, en último resultado el jalor de la integral M 
depende de dos curvas arbitrarias é independientes entre sí, 
cuyas ecuaciones son las ya indicadas. 

52. Puesto que las dos curvas y— <t(x), z—w(x) son 
arbitrarias y puede variar una de ellas, sin que la otra se altere, 
es evidente, que podremos considerar sucesivamente la inte
gral M: 1.° como función de y, y', y", ; 2.° como función 
de z, z', z" ; y todo cuanto hemos dicho, al ocuparnos de 
integrales definidas dependientes de una función arbitraria, se 
aplicará aqui á cada una de las funciones y= <f(x), z—V (x). 

53. El teorema del número 12 subsiste para la integral 

/

. Xas 
V {x,y, y' z,z' )dx, considerada como función de * 

cada una de las variables y, z; advirtiendo, que, en general, nin
guna relación existe entre las variables y, y' ,y" y las z, z', 
z " y pueden por lo tanto considerarse como independientes 
de las variaciones de y, y', y" las variaciones de la serie 
z, z',z" 

54. Descompongamos la integral M en sus elementos, y 
apliquemos el principio del núm. 4 . : tendremos (empleando 
notaciones análogas á las del núm. 18.) 



+ Y m 8 y m - f - Y m ' 8 y / + Y m " 8 ym"-f- ) <te-{-(Zn 8 z B 

+ Z m ' 8 Z m ' - r -Z l n * 8 z m " - f - )dx=0; 

y transformando cada uno de los grupos en (Y), ó en (Z), se
gún los métodos de los números 20 y siguientes, tendremos 
para el caso en que los límites son constantes : 

Si los limites son variables , se agregará á los términos an
teriores (Vsa;)m , y se sustituirán las variaciones ó"y , *y', Sy,f, 
oz, iz', &z" por las espresiones $y—y'sx, iy'—y"$x, *y" 
—y'" 8 x , *z—z' 8 x , iz'—z" 8 x , lz"—z"' 8 x. 

55. El teorema del núm. 35 subsiste en el caso que nos 
ocupa, por lo tanto, igualaremos separadamente á cero la par
te relativa álos límites, y las dos integrales. De estas últimas, 
puesto que las proyecciones sobre los planos de las xz, y de 
las yz, son independientes,—de donde resulta, que las varia-

„Xm—Mx/ d Y , lVX,r ¿¡y,,, V 

.xm—7xlx, d V ( f 7 / / f r / f f , 

V X o ^ d x V ~ ^ - d W - ~ W - ) <***=<> 

Wm&\**¿fcJ¿5 ^ ' i t r-MS ) A*H-(Z0 8 z 0 + Z 0 ' 8 z / 

-f-Z 0"8z/'-f-
8 8 2//+V tyí*+ )<J*-+-(Zt 8 zt-{-ZJ S z ' 



ciones sz3, szi son independientes de sy 5 , st/4....—deduci
remos las condiciones 

dx dx* dx7, 

Z—J^L gjjjí d"1"' - o 
dx dx" dx3 

Integrando estas ecuaciones diferenciales simultáneas ten
dremos dos ecuaciones y= ? (x), z=v (x), que corresponderán 
al máximo ó al mínimo buscado, y las condiciones relativas á 
los límites servirán para determinar las constantes de la inte
gración. 

56. Caso en que existe una relación entre las variables y, z. 
Supongamos que entre x, y, z, existe la relación 

^ F(x, y, z}=0 : 

las ecuaciones s¡/, Sz, no serán independientes entre sí , puesto 
que ambas deben satisfacer á la condición 

d¥ d¥ l dF , > 
-d^°X^'aVoy'h'd^oz==0; 

lltb UJJ \A>H 

resultado á que puede llegarse también por consideraciones 
geométricas. Si los valores de x, y, z, que satisfacen á la con
dición del máximo ó del mínimo, han de satisfacer asimismo á 
la ecuación F = 0 , es evidente, que la curva del máximo ó del 
mínimo, y = <p (x), z=^(x), deberá hallarse sobre la superficie 
cuya ecuación es F = 0 ; luego dada una de las proyecciones de 
esta curva,—por ejemplo, la que tiene por ecuación y — <? (x),— 
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la curva quedará determinada en el espacio, así como su pro
yección sobre el plano de las y z. 

Sea, pues, AEB (fig. 12.) la curva en el espacio, que cor
responde al máximo ó al mínimo de la integral, y ab, a' b' 
sus proyecciones sobre los planos de las xy, xz: supongamos 
que los valores de y reciben en el plano de las xy una serie de 
variaciones mn, m'n', m" n'r.... de tal modo , que la curva amb 
se transforme en otra anb infinitamente próxima: la intersección 
de la superficie F = 0 con el cilindro proyectante A anb B deter
minará una curva AE'B infinitamente próxima á AEB, y la 
proyección a' s ¥ de esta última fijará las variaciones rs, r V 
r"$" de %.. 

Podremos, pues, considerar cada una de las variaciones 
s z s , sz 4 , como función de las variaciones de y y recípro
camente. 

57. Prescindamos de la parte relativa á los límites , que co
mo hemos indicado debe reducirse por sí misma á cero , y con
sideremos tan solo las integrales obtenidas en el núm. 54"; ten
dremos , representando en general por T y por S los coeficientes 
de s y y s %, y desarrollando las integrales en sus elementos; 

T 5 SVÍ-HT; & ! / 4 + + T M _ , 8 i / m _ 3 + S 3 s z 3 + S 4 8 ht 

-+- S m _ , 8 z M _ 3 = 0 . 

Suponiendo que sx es igual á cero, podremos establecer 
entre 8 y y 8 % las relaciones : 

y aplicando el principio del número 5 tendremos, eliminan
do o . 8 z 



c o n d i c i ó n q u e q u e d a s a t i s f e c h a e s t a b l e c i e n d o e n g e n e r a l p a r a 

t o d o s l o s v a l o r e s d e x c o m p r e n d i d o s e n t r e X + Mx, x m — %dx, 

ó e n t r e x0 y x m , 

Combinando esta ecuación diferencial con la condición 

F(xyz ) = 0 , 

se determinarán las ecuaciones de la curva correspondiente al 
máximo ó al mínimo. 

58. Si s x no es igual á cero se aplicará un método aná
logo al que acabamos de esplicar; eliminando 8 zs por 
medio de la relación general 

de la ecuación 

in s ^ 5 ) + + S 5 ( U , — z'Sx,)-h = 0 , 
tendremos: 

T _ i 4 ¿ s S u - f - T - A - ' ^ S Is» = 0 

dF „ , (IF ' dF 
# % 
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+ . . . = 0 ; ó bien, ordenando respecto ás?/ , , Sy 4 . . . 8¿r 3, sx A . . . , 

é igualando á cero los coeficientes de o ?/ s, ox,; s t/., s a;4 ; 
—puesto que estas variaciones son arbitrarias,—tendremos en 
general, es decir, para todos los valores de x comprendidos en-
ter x0 y xm 

dF / dF \ 

dz \ dz / 

Quitando denominadores, y recordando la relación 
dF d F , dF . 
—;—h —j- z — I--»/ , se tendrá la condición única 
da; d« d«/ 

r / dF \ / dF \ 

\~dz~)~ \dy~)== ' 

Esta ecuación diferencial, combinada con la ecuación de la 
superficie F (x, y'., z) = O determinará la de la curva buscada. 

59. La condición relativa á los límites será: 

T , dY" d a Y"\ , , J 

l(r-~dx-+-d«r) i^-v'^) 

+ ( Y " — ¿ ñ ) ( r $ k X s d f - Y " ' ( 8 y " - y f " Z x ) 

r / _ . di" d%i'\ i ; [ ' x 



y servirá para determinar las constantes de la integración. 

Si los límites fuesen variables se agregaría el término ĵ V $x J 

04 AÑFNA'?F>FRPS '.i'FCIjifjiii NR¡? W'ÍOÍÁ.E'ISY 3¡6Í8S s o n oíSdiJír-*-

ejemplos del cálculo de variaciones. 

Primer caso. La integral solo contiene una función arbi
traria, y los limites x0, xm son constantes. 

Determinar en el plano de las xy una curva, que pase por 
los puntos fx0 yj (xl yj, y tal, que girando alrededor del eje 
de las x engendre la superficie de revolución de área mínima. 

La integral cuyo mínimo debemos determinar será: 

La fórmula general aplicable á este caso es, (núm. 27) 

De donde resulta para la ecuación diferencial de la curva 
dYr 

buscada Y — — = 0 , y para la determinación de las cons

M= / y\/i-\-yn dx. 

Y 8 Í / L o . 

H_ ^ _ _ Í ^ L _ ) ^ 8 z'—í" o x ) Z"' ( 8 z"—%"' 8 c j = 0 , 



' ó bien (1+?/ 2 ) 2 =yy / / +(lH-y'*)«/ '*; y finalmente 

'i-^-yr''=yy//, 

Para integrar esta ecuación cambiaremos de variables, sus* 
tituyendo y á la variable independiente x (Cournot, 2." edición, 

\ x" 
tomo II núm. 451): poniendo por y', é, y"; —7, ^ 

resultará, 

1 a;" . .•: , „ dy dx' 
x x y x'(x' H-l) 

dy _ da/ a;'da/ 

integrando, x' = — ; o bien. dx=— ; e mte-

grando segunda vez, x=a log. (y-\-\/y*—a")-t-b. 
8 

dY' 
Tendremos para Y, Y',-- los valores siguientes: 

&x 

Y-\/iT^-Y'~ d V V f + W W . 

¿Y' 

sustituyendo en Y —- = 0 , resultará: 
dx 



Las fórmulas aplicables á este caso son : (núm. 37.) 

dV 
para la ecuación de la curva Y í - = 0 ; 

dx 
y para la determinación de las constantes [V s #-T-Y'( s y—y' 8 a))Jn: 
las relaciones entre los límites según las condiciones del pro
blema (núm. 37), 

La condición Y, 8 y,— Y0

 s y 0 = O queda satisfecha por sí 
misma puesto que yi é y 0 son constantes. 

Se determinarán a y & por las dos condiciones 

* .=olog. (í/o+l/í/o2—a°-)-¡-l>; x^alog. (y.+l/y,*— 
2.° Caso. La integral solo contiene una función arbitra

ria , y uno de los límites xa, xm, ó los dos, son variables. 
Determinar la mas corta distancia de dos círculos dados 

por las ecuaciones xi-T-ys~ \ , [x—4)9-i-y, = 4. (fig. 13.) 
La integral cuyo máximo debemos buscar será: 

/

X>m ______ 
l/l-4-y'* dx. 

xS-+H,*=l> í # m — 4 ) M - y m

, = 4 ; 

los valores de S y 0 , tym>— Si/ 0= sxa;fiym= —sxm 

y« »« 
dY' 

v los de Y, Y', , dx 
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dY' 
Sustituyendo, pues, en Y— — - = 0 tendremos, 

(IX 

a " = o . 

é integrando y'=a; y = ax-\~b. 
Luego la línea buscada es una línea recta. 
La condición relativa á los límites se reduce,—sustituyendo 

los valores de V, é Y,—á 

s »v'm s 0m — 3 x0 — yj 5 y0 = Q, 

y sustituyendo los valores de¡>yo,Sym, Va>, y ' m tendremos 

los coeficientes de s xm, s a;a, las cuatro ecuaciones 

0 o " ~ 0 o — * V l = Q; 
y !m-{-(a;m — 4 ) 3 = 4 ; í/ m—(x m—4)a — O; 

darán los valores, 

L l / i - H T J o 
ó bien [ sx-\-y'5y}™=0; de donde resulta, 

»r. TJ x ™ — ^ ~j r , X 1 í ¥ • , , 

o .cm 1— a — o a;o 1 o = 0 . igualando á cero 
3 » j L Vo J 

_ 2 4a 



se deducirá b= O ; a = 0. La ecuación de la línea que mide la 
mas corta distancia será, pues, y = 0 : como debia resultar 
puesto que el eje de las x es la línea de los centros. 

\/\-\-yndx por # 0 , í í m , é */' 

los valores i , 2 (tomando el signo — del radical), t/,0 se redu. 

eirá á ^ dx=i : luego el mínimo de M es 

M = l . 

3 . " Caso. Máximos y mínimos relativos. 
Hallar la ecuación de la curva AB (fig. 13.) que da un va-

lor máximo ó mínimo pura la integral j ydx, satisfaciendo 
J h 

/

_m 
\y \-jryndx-='§>: ó lo que es igual, deter

jo 

minar , entre todas las curvas de igual longitud S que pasan 
por dos puntos (x0, y0) (xm, ym), la que hace un máximo o un 
minino al área comprendida entre dos ordenadas correspon-

y sustituyendo x0, y0, xm, ym en la ecuación de la línea 
y—ax-^b, de las dos ecuaciones de condición. 

a a , 
1/H-a 2 \/\+a\ 

± 7 7 = = 4 « ± — = + 6 ; 



de donde resulte para la primera integral 

dientes á las abscisas x0,xm, el eje de las x, y dicha curva A B. 
Deberemos (núm. 48.) multiplicar la segunda integral por la 

constante i, y agregar al resultado la primera integral; tendre
mos, pues, 

• ( i h - ^ V / í - h T ) ^ * 

Y = 0 ; Y 'sy = 0 : resultará, después de sustituirse 
ff L J „ 

dX' Xu' 
en vez de Y , Y' —5—• sus valores: Y = l ; Y'== 7===r\ 

dx yi+y'* 

dX' _ x y" 
dx~(i+yfíj3U; 

* xy" — o - Vm' s « ^ s« = 0 

y aplicando las fórmulas generales del núm. 27. 

La 1 .* de estas dos últimas ecuaciones puede ponerse bajo 
la forma 

dx— , , 

( n y 2 ) l / i + r 

X u ' 
3 i _ r t = _ _ ^ , 
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Despejando y' é integrando segunda vez, resultará para la ecua-

cion~de la curva, y -— : y—b=—[/ x*—(#-a)* 
y ^—(x-a)1 

y finalmente 

Las fórmulas aplicables á este caso son: (núm. 55). 

(x—ay-h(y—b)2 = X * 

(x-aT^y-by = X« 

(xm—af -h(V«r-by = l* 

J x y X — (x—a)s 

Asi pues, la curva buscada es un arco de círculo cuyo radio 
es X y cuyo centro es el punto (a, 6). 

La condición relativa á los límites se satisface por sí misma 
puesto que las variaciones $y0, 5ym son iguales acero. 

Las constantes a, 6, X se determinan por las tres condiciones 

4." Caso. La integral contiene dos funciones arbitrarias 
de x, y los límites x , xm son constantes: no existe ninguna 
relación entre y y z. 

Hallar la mas corta distancia entre dos puntos (x0,y0,z0) 

La integral cuyo máximo se busca será: 

fXm[/i-^y'i-hzn dx. 
o 



f—y'z'z"^; z"-+-y'* z''—y'z'y'' = Q 

cero, puesto que y0> x0,ym, X m son cantidades constantes. 
Las constantes a, 6, c, d, se determinarán por las condi

ciones. 

y0 = ax0-hb] za = cx9-+-d 

Y « ' = 0 ; 
dx dx 

para las ecuaciones de la curva 

para las condiciones relativas á los límites 

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores los valores 

Y = O - Y - — • dT=Jí±¿ * y"—y'z'z" 
V ^ y ' ^ ñ " dx ( l + f / ^ - i - e " ? / , ; 

Z = 0 ; Z'~ %' dZ'_z'>+y>*z»-y>j^f 
L / - i - H / * H - ~ " ' ( i x ( l + | / ' s ^ c ' s )V. 

ó bien 
que integradas darán 

z"=0; f/" = 0 
y—ax-bb; z=cx-hd. 

tendremos para la curva las ecuaciones simultáneas 

R* -I M 

Y ' 8 y-L-7/ S z 

o 

La espresion será evidentemente igual á 



t : - H i ) = 4 y ^ " l = o ; 

La integral cuyo mínimo buscamos será: 

s i e n d o 

o 

y sustituyendo en las fórmulas anteriores los valores 

y Q . y , _ j dX' _y"^y»-y'z'z" 
\/\+y'n^z'¿ dx (í^-y'^z'T^ 

Z — O • Z • —— z ~*~y * —* y." 
\/\Ty'^TY^ dx [\+yn+z'y(* 

5.° Caso. La integral contiene dos funciones arbitra
rias de x; los límites son constantes, y existe una relación 
mitre y y z. 

Hallar la curva que mide la mas corta distancia entre 
dos puntos A , G, (flg. 45.) situados en una superficie cilin
drica. 

Sean [x=0, y=l, z = 0 ] [x—\ , y=0, x=h] las coorde
nadas de los dos puntos , y x*-\-yt=i la ecuación de la super-
íicie cilindrica. 

Las fórmulas aplicables á este caso son: (núm. 57.) 



0; $ym=0; S z o = 0 ; .8 z m = 0 ; 

dg¡ xdx 

é integrando, log l ü g | / l — 4 íog >' -• • ' • • ; 
\ y i—x 1 

r = ~ i J ^ l lz;~dx; S = ^ - 7 ^ 4 - | | 7 ^ ^ ; 

¿ ¿ J rfF = 2 f 

— 05 — i9i 

d e d o n d e s e d e d u c e , 

t e n d r e m o s p a r a e c u a c i ó n d i f e r e n c i a l d e l a c u r v a 

(i"+ynz*^y'zyylij±=(); ó bien «J\í+y"2)—y'z'y" = Q; 

s u p r i m i e n d o e l f a c t o r e n y , q u e n o c o r r e s p o n d e e v i d e n t e m e n t e " 

á l a s o l u c i ó n b u s c a d a . 

L o s v a l o r e s d e § y g , 8 , s s 0 , 8 z m s a t i s f a c e n á l a c o n d i 

c i ó n [ Y ' o y -J -Z' s » ] * = a Q , p u e s t o q u e r e d u c e n e l p r i m e r m i e m b r o 

á c e r o . - ••• 

P a r a i n t e g r a r l a e c u a c i ó n y " = 0 , s u s t i t u i r e m o s 

/ ^ ir ' 
e n e l l a p o r y ' , é y ' ' , l o s v a l o r e s 

d e d u c i d o s d e l a e c u a c i ó n d e l a s u p e r f i c i e a ? : r e s u l t a r á , 

p t i e s , p a r a l a e c u a c i ó n d i f e r e n c i a l d e l a p r o y e c c i ó n s o b r e e l p l a n o 

d e l a s xz \ ¿ ~— ;—-r 1^-,, , — O , ó b i e n — = - — ^ — L ¡ : 
1 — a r (1—ar)- *' . i — x -



I n t e g r a n d o s e g u n d a v e z t e n d r e m o s p a r a l a e c u a c i ó n d e l a 

p r o y e c c i ó n s o b r e e l p l a n o d e l a s z x 

L a s c o n s t a n t e s a, b s e d e t e r m i n a r á n p o r l a s c o n d i c i o n e s 

h 
c ——are [sÉft^x]: 

L a e c u a c i ó n a n t e r i o r e s , c o m o d e b í a s e r , l a e c u a c i ó n d e u n a 

s i n u s o i d e , p r o y e c c i ó n d e l a h é l i c e A C e n e l p l a n o d e l a s x z. 

O.0 Caso. La integral contiene dos funciones arbitrarias 

de x: los limites son variables: existe una relación entre y, z. 

Hallar la mas corta distancia entre dos hélices situados 

sobre un cilindro [if = 1 1 y dadas por sus ecuaciones. 

S e a n e s t a s e c u a c i o n e s : 

p a r a l a p r i m e r a z=m<ñi'c (sen = x}; x' h--y*— l ; 

p a r a l a s e g u n d a z = m are (sen = x) + p ; xJ'-*-y*= l . 

ó bien 

192 —GG — 

adx 

\/l—x-" 

z—a are [sen=x]+b. 

0 = « Q+b 

Ji=a-^-+l) 
ó b i e n 

6 = 0 

i n 

y l a e í n a c i o n b u s c a d a s e r á : 









Las ecuaciones de la curva, que mide la mas corta distan
cia, serán como en el caso anterior 

Sustituyendo en esta espresion los valores de sym, s zm, sy0, 
en función de 3 xm, 8 x0 deducidos de las ecuaciones de k s 

hélices dadas, y los valores de y'm, z'm, yj, z0' deducidos de 
las ecuaciones de la curva que mide la mínima distancia, ten
dremos: 

z — a are {sen =#)-+•b; x* -H / ? = 1 

Cas condiciones relativas á los límites son (núm. 59) 

[ V 8 x] ™+(Y' ( 8 y— y' 8 *) + 7/ ( 8 z—z' 8 x)} g = 0. 

Sustituyendo los valores de Y' y de 7J, y simplificando 
resulta 

- —.ra 
{\+y''-+z1i j 5 . r + i / ' ( 3 í / — y' h*x) + zf ( 8 2 — Z 'S.T) = 0 ; 

-Va 

ó bien desarrollando. 

8 X m - + • ? / ' » 8 y«H-»m' 8 Z m — 8 « 0—t// 8 y — zj 8 Z o = 0 

SjtL, '3 +• Í : -+- i : — °-% 1 + 1 í + 1 r = 0 : 

La integral cuyo mínimo buscarnos será 
x 

a 



, L a c o n s t a n t e b q u e d a i n d e t e r m i n a d a c o r n o d e b í a s e r , p u e s 

t o q u e l a s h é l i c e s d a d a s s o n p a r a l e l a s , y u n a t e r c e r a h é l i c e 

q u e l a s c o r t e e n á n g u l o r e c t o , m i d e l a m a s c o r l a d i s t a n c i a e n 

t r e l a s p r i m e r a s s e a c u a l f u e r e s u p o s i c i ó n . 

d e d o n d e s e d e d u c e — 
m 

i + a ? n = 0 ; 

i g u a l a n d o á c e r o l o s c o e f i c i e n t e s d e 

c o n d i c i ó n ú n i c a 
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l l e g a r e m o s á i a 




