
El problema se descompone en tres partes: primero, ex-
presar en función de u, t el coeficiente (Fx, y); segundo, ex-
presar en función de u, t y duXdt el producto dx, dy; terce-
ro, determinar los nuevos límites.

Núm. 67. I. Para expresar F(x, y) en función de u, t,

bastará evidentemente sustituir en F por x e y sus valo-
res (1), y tendremos:

F(x, y)=F (=? («, i), A (u,i))=Fi (u, t)

Núm. 68. II. En cuanto á la determinación de dx dy, el
problema no es tan sencillo.

Parece á primera vista que bastará diferenciar las ecua-
ciones (1), con lo que se obtendrá

dx=v',¡ (u, t)du + <p't (u, t)dt

dy=4Ú («, t) du +<l/t (u, t) dt

y multiplicar después los valores de dx, dy; pero este método
sería radicalmente falso, no porque no pudiese en rigor ha-
cerse esta sustitución en cada elemento de la integral, sino
porque la integral misma perdería su significación, convir-
tiéndose en otra suma de otra clase especial, pues entrarían
du2 v dt\

necesario para vencer la dificultad proceder por
partes

Supongamos que en primer lugar se trata de eliminar y de
la expresión propuesta en función de t.

y es función de u, t, según las ecuaciones (1), pero u es
función de t, de modo que podemos considerar á y como fun-
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Tendremos según esto

dy=<p't («, 0 di + tp'u (m, í) —— di=

(?'t(M)+ ?"«(«-.0 ~Jf)dt
y para determinar

diferenciaremos la segunda ecuación (1), recordando siempre
que solo atendemos á la integración en y, que solo elimina-
mos y, y que por lo tanto x es una constante, resultará pues

4<t>,0 + fu(«,0~=<>

de donde

ft («. 0
A'u(u, t)

Sustituyendo este valor en el valor de dy hallaremos

dy=\v\iu, l)+v'n(u,t)X ft (», t)
*)>'vi(u,t)

y't («» t) fu(», Q
—

tp'n («, Q ft(íU)
fu(M, 0

y la integral Use convertirá en

g=/*/*(..rt[''1V,y']«
de la cual deberíamos eliminar u é y en función de x y í, de-
terminando además los límites convenientemente.



Para completar la transformación eliminemos dx, supo-
niendo que á la variable a? queremos sustituir la u conservan-
do la t.

Observemos que x es función de u porque se tiene
a? = tp(«, í),

pero que en esta ecuación entra la t, que es función de u, se-
gún indícala ecuación

0=4" («»0
Tendremos

dx— (Vu+ <p't—7— ) dw
\ du /

pero la integración relativa á x supone t constante, luego

—¡— =o,
du

luego
da?=cpu'dw

valor que sustituido en Z7da

U=ffF(x,y)
r t

'
vyr> 'ufl-dt <p'u du=

J J
l

F(x, y)\y'^'n—v'^dudt.
claro es que en esta ecuación deberemos eliminar x é y del
coeficiente F.

Núm. 69 Para determinar los nuevos límites dedu-
oiremos

1.° Los límites inferiores de u, t, de las ecuaciones

a=tp(íí, í); J=<!(«, t).

2." Los limites superiores de estas otras



Representando por c y d los valores de ut deducidos del
primer sistema y por c¡, d, los correspondientes al segundo,
tendremos definitivamente

/**P di r n
I FU(u,t),v{u,t)\ü=

I f'tty'u—v'.ty't \du

Integrales triples. Núm. 70. Sea la integral

/b pb' pb"
aJ d J a"

F(x, y,z) dxdy dz

en la que para mayor sencillez supondremos constantes los
límites.

Nos proponemos sustituir á las variables x,y, z las t, u, v.
El problema, como en el caso anterior, se descompondrá

en tres partes.
1.a Debemos eliminar x, y, z de Fpor medio de las tres

relaciones

x=v(t,u,v); t/=X(í, íí,v); z=ty(t,u,v) (1)

de suerte que tendremos

F (a?, y, z) =F\U [Lu, v), X(t, u, v)<l (t,u, t)]

2.a Supongamos que la primera integración se refiere á a?



Sustituyamos á la variable x te variable t por medio de
te ecuación

x=v(t,u, v)

en la que u, v son funciones de t determinadas por las dos
últimas relaciones (1).

Diferenciando tendremos

i T
- , r dw , , dt? 1,

y para eliminar

<ft
'

di
'

tendremos asimismo

o=x-l+x- *+**
d/ di

<=*.+\u25a0£*+>'-£
que se obtienen diferenciando

¡y=X, z=(p,

y observando que en la primera integración y, z son cons-



y sustituyendo en el valor de dx

da? =|7't(X'u<j/7 fu*',)+ ?'u (JA X'T-X't<]/,)+

+ C»'T (d/u X't
J A.n(pT

—
<Jín/.T

La integral Utomará, pues, el valor

/o" /ij' /->d p

+ cp'n (ft X'T-1\y7) +T'v (d/u X't-f,X'u)1

fuX'v

Queda el problema reducido á eliminar las dos únicas va-
riables y, z en función de u, v por medio de las relaciones

y=X(t,u,v) ; z=^(t,u, d),

para lo cual basta sustituir según la fórmula (2) del núm. (69)
á dy, dz, el producto (X'u<j/T

—
<j/n X'T)du .dv.

Tendremos, pues, finalmente



3.a Eu cuanto á los límites, basta despejar a?, y, z de los
dos sistemas

l.cr sistema. V {l,«. ») ; d X(í, íí, v) ; a" *K<\k,e)

2.° sistema V(l,u, v) ; 6* X(í, íí, v) ; b" A(í,íí, v).

Los valores t =c; u=c; v =c" deducidos del l.er sis-
tema, forman los límites inferiores.

Los t=d; u=d; v=d" deducidos del 2.°, los límites

Núm. 71
superiores

Aplicaciones. 1.» Supongamos la integral doble

/a' pb'
I F{x,y)dx, dy,

a Y. b
U=

en la que x,y representen dos coordenadas rectangulares de
un punto del plano de las [a?, y], y supongamos que á estas
coordenadas se trata de sustituir otras dos t, u rectangulares
también; tendremos

icos, a
—

«sen. a

í sen. a+ íí COS. a;

y por lo tanto (núm. 68)

ft=cos.a ; fu=—
sen. a; <Vt=sen.a ; fu=C0S.a,

de donde

<?'t fu—
fuft

=eos.2 a+ sen.1 a=1

Así, pues,

Z7= F(t cos. a
—

íí sen. a,í sen. a+m eos. a) du. dt



De esta fórmula resulta que en el caso particular
tratamos basta eliminar del coeficiente diferencial F,
en función de u, t, y sustituir á dx, dy el producto d

Núm. 72. Fácilmente podia preveerse este resulta
efecto, F[x,y] representa una cierta magnitud, de
masa, temperatura, etc., correspondiente ó afecta al
x, y;luego multiplicando por el elemento de área que
fiere á este punto sea cual fuere este elemento y su fo
masa será la misma en todos los casos. Es tan senci
idea, que creemos inútil explanarla.

Núm. 73. 2.a Supongamos la integral triple

/'a' r>b' /->c'
I I

a
°

b
*

c
F(x,y, z)dx, dy, dz,

en la que a?, y, z representan las tres coordenadas r<
lares de un punto del espacio, y supongamos que á e
coordenadas se desea sustituir otras tres coordenada
también rectangulares, enlazadas con las primeras pe
laciones

x=a t+b u+c v

y=d t+b' u+c v

z =a"t +b"u+e"v

Aplicando la fórmula (3) del núm. 70 tendremos
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de donde se deduce

ft=« ; fu=6 ; v'y=c

X't=a';X'„=ó';X\=C'

ft=a"; fu=¿"; fT=c"

y por lo tanto

ft (X'ufT
— X\ fu) + fu(f,X\ —

fv x'.) + fT (X\fu —

X'u ft) =a (b' c" -c'b")+b(a"c'-a'c") +c(a'b" —a" b')

=ab'c" —
acb" + cdb" — 6a c"+6c'a"

—
cb' a"

pero este es el denominador de los valores que se obtienen
para t, u, v, en las ecuaciones (1), y como estos valores son:

t =ax + a'y +a"z

u=bx + b'y + b"z

v =cx+ c'y+c"z

resulta que dicho denominador es igual á la unidad; lo cual,
por otra parte, se demuestra directamente recordando las re-
laciones que existen entre los nueve constantes.

Resultará en vista de lo dicho:

U~J dJeJf F^at +bU+W' at+h'U+ CV'

a"t +b'u +c"u)dt .du.dv;

luego en el caso particular de que se trata, basla eliminar



x, y,*, del coeficiente F, y sustituir á dx, dy, dz,
to dt, du, dv. N

Núm. 73. A esta misma consecuencia podría
rectamente por consideraciones análogas á las del

Superficies polares recíprocas por relación á una

Núm. 74. Belacion armónica. Cuando cuatro p
c, d (fig. 21), están distribuidos sobre una recta x,
que entre los segmentos

ca, cb, da, db,

contados con el signo que les corresponda según I
que se considere como positiva en dicha recta xx,
la relación

db
'

se dice que estos puntos están en relación armónici
par de puntos a, b; c, d, se les dá el nombre de co

Representando por a, c, b, las tres distancias
tendremos

ca =a
—

c; cb =b
—

c; da =a; db =

y por lo tanto, la relación armónica se convertirá

O Véase para mayor claridad mi Tratado de Geometría s
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de donde

ab
—

cb
— ab +ae,

ó bien

2 «6 cb+ ca,

ó finalmente

a b

que también puede presentarse bajo esta forma

a
+

6

La ecuación (2) define como la (1) la relación armónica,
y puede enunciarse diciendo que la relación inversa de la dis-
tancia de un punto al conjugado es igual á la semisuma de las
relaciones inversas del mismo punto á los otros dos.

Núm. 75. Si cuatro puntos a, b, c, d [fig. 22), en relación
armónica, se proyectan sobre otra recta x' x, ó sobre un pla-
no pp, las proyecciones a', b\ c ,d.que evidentemente esta-
rán en línea recta, forman, como los puntos dados, una rela-
cion armónica

En efecto, se sabe que

da' d c' d b'
"""""""""""""""""\u25a0"""\u25a0constante =m,

d a d c

ó bien abreviadamente,

a' c'
—r

=constante =m,
oa c



Puesto que los puntos a, b, c, d, están en relación armó-
nica, tendremos

L+
Ta o ,

y dividiendo los dos miembros por »*,

—+ —
am bm

1+1
d b'A 1

luego los puntos a',b',c',d' también están en relación ar-
mónica

Núm. 76. Generalización. Supongamos que sobre la rec-
ta xx (fig. 21) hay dos puntos c, d, y las abscisas db =b,

da =a de otros dos, contadas desde d como origen, son es-
presiones imaginarias conjugadas

b
—

m
—

n V
— 1

-
a=m+ w v7 -1;

en este caso no existirán los puntos ayo, pero por estension
se dice que entre los dos puntos reales c, d, y los dos imagi-

narios, existe relación armónica si se verifica



Que esta igualdad es posible siendo c cantidad real es
evidente, porque tendremos

m2 + «2

ecuación entre cantidades reales
Núm. Ti. Polos yplanos polares. Problema. Sea O (figu-

ra 23) una esfera de radio r, y D un punto cualquiera inte-
rior ó esterior. Tracemos una secante DA; supongamos que
corta á la esfera en dos puntos A,B, y determinemos el pun-
to C conjugado armónico con D. Es evidente que variando la
secante variara el punió C, y se trata de determinar el lugar
geométrico de dichos puntos.

Resolución. Tomemos D como origen de coordenadas; DO
por eje de las z, y Dx, Dy, perpendiculares á Dz y entre sí,
por ejes de las x y de las y.

La ecuación de la esfera, haciendo DO=d, será

x*+-tf+ iz-dy =r\

y las ecuaciones de la secante arbitraria DA

x=az; y=bz ,

en las que ayo son dos constantes arbitrarias que determi-
nan la posición de la secante según el valor que reciben.

Supongamos, por último, que Da es la proyección sobre
el plano zx de dicha secante: Db' y Da' serán los valores de z
para los puntos de intersección B,A.

Hagamos

Db'=z'; Dd =z"; De' =zt

Para determinar los valores de z' y z" debemos eliminar
x e y, entre las ecuaciones (1) y (2), y tendremos



Las dos raices de esta ecuación serán z' y z", pero haga-I

mos z=—

La ecuación resultante

2d a2 + d2 + 1
__ri

tendrá por raices —-
z

—
77- > y por lo tantoz

2d
T"

+ —
r2

Pero si los puntos D, B, C, A, están en relación armónica
también lo estarán (núm. 75) los D, V', c, d; luego

7¡*íf;

y por lo tanto

ri
o bien z,=d

—
d

— r"

De aquí se deduce esta consecuencia importante: que la z1
es constante para lodos los puntos del lugar geométrico, y
que, por lo tanto, dtcAo lugar geométrico es un plano perpen-



dicular á la recta OD trazado á la distancia d
—

delpunto
Oí

D ó ala distancia —r del centro de la esferad

Alpunto D se le da el nombre de polo , al plano que he-

mos hallado el da plano polar, y vemos que el plano polares

perpendicular á la recta que une el polo al centro de la esfe-
ra, y su distancia d al centro está determinada por la rela-

ción

d'=

Núm. 78. Puede también decirse que el polo, la esfera y

el plano polar dividen armónicamente todos los secantes que

pasan por el polo; y nótese que la definición es general aun-

que la secante no corte á la esfera, porque si bien en estas

hipótesis las dos raices de la ecuación en *¡serán imaginarias,
siempre subsistirá la relación

r-'
' -"

Id—
r'

'

y podremos aplicar lo expuesto en el núm. 76.
Núm. 79. Nada mas fácil que determinar el plano polar

dado el polo, ó recíprocamente.
1.' Supongamos que el polo D [fig. 24) es esterior á la es-

fera; trazando desde dicho punto una tangente DT, y bajando
desde el punto de contacto T un plano PP perpendicular á
OD, este será el plano polar. En efecto, si trazamos TC
perpendicular á OD, tendremos OT% =ODxOC. ó bien

oca\u25a0777- ; luego PP es el plano polar buscado (núm. Ti)

2.° Si el polo D es interior (fig. 25) basta hacer pasar por

OD un plano, levantar en D una recta DT perpendicular á



rr\ por ei punto en que T corta á la esfera trazar, siempre
dicho plano, TC tangente á la circunferencia intersección
Iplano secante y de la esfera.

Trazando por C un plano PP perpendicular á OC, ob-
ndreinos el plano polar.

Por construcciones análogas hallaríamos el polo dado al
ano polar.

i
n
e

Núm. 80 Problema. Sea (fig. 26;

v + ¥ +B
ecuación de una esfera, y

xcos. a+y eos. p + z eos. y —p=0

iecuación de un plano PP que dista p del origen, y .cuya
orinal forma con los ejes ángulos a, p, y.

Se trata de determinar las tres coordenadas x,, yit z,,
iel polo.

Resolución. Bajemos OA perpendicular sobre PP, y de-
rminemos eu esta recta el punto B de modo que se tenga

OB= -'

El punto B será el polo buscado, y sus coordenadas
rán

ar, =OB COS. a ; y,=O// COS. p ; z,=O/ícos. y,
bien

X,= eos. a ; y, = COS. p z. = cos. y. (4



Estas ecuaciones pueden aún escribirse bajo la forma

COS. a cos. P eos. y m

Núm. 81. Observaciones. 1." Si el radio de la esfera es
igual á 1, podrán escribirse las ecuaciones anteriores bajo
esta forma:

cos. pcos. a cos. y

2." Si la ecuación del plano tiene la forma general

ax + by+cz
—

d=0,

á las ecuaciones (4') deberán sustituirse estas otras

yi __ Zi

b c

En efecto, se sabe que

eos. a= ; cos. p
a2 + 62 + c2 v/ a2 + 62 +c2

cos. y

V a2 + 62 + c2

y que la distancia p del origen al plano está dada por la fór-



y sustituyendo estos valores en (4'), resultara

-> i
__

\u25a02 + c2 a2 +b2 + c2 \/ a2 + b2 +c2

\/ a2 + b2 + c2

ó bien suprimieudo el radical

d

í\um. 82. Supongamos que por un punto A pasan tplanos AP, AF, AP", y determinemos, respecto á una esra O, los tres polos correspondientes p, p', p".
Si por el punto A y por cada uno de los tres polos ha.mos pasar tres secantes Ap, Ap', Ap", es evidente que la

cante Ap quedará dividida por el plano A A la esfera y
punto p en relación armónica, y otro tanto podremos dede las secantes Ap', Ap". Resultan, pues, tres secantes q
parlen de un punto A, y que en los puntos p, p',p", qiJ
dan divididas armónicamente. De aquí se deduce que el p
no QQ" que pasa por dichos tres puntos, es el plano po
del punto A por relación a la esfera. Queda, pues, demostido el siguiente

Teorema. Cuando tres planos pasan por un punió A
plano que determina los tres polos es plano polar de di
punto.

Núm. 83. Superficies polares recíprocas. Imaginemos
las cuatro constantes a, b, c, d, de un plano



dependen de dos parámetros variables a, p, de suerte que
la ecuación anterior es de la forma

"(a, P) a? + "i(a, P) y+ fi(a, P) z + *, (a, P) =0

A cada sistema de valores a, p, corresponde un plano, y
la envolvente de todos ellos es, según se sabe, una superficie S,
cuya ecuación se obtiene eliminando a, p, entre las Ires
ecuaciones

ax+by+cz +d —0

—
x+-ry+—

z + —-=Q
da da da tía

da db de dd
dp dp

*
dp m dp

Supongamos tres sistemas de valores para a, p

«. , P,

a, , p2

aa , p3

infinitamente próximos, y obtendremos tres planos AAAP''
AP" (fig. 27), infinitamente próximos también, á los que
corresponderán , por relación á una esfera O , tres polos
p,p',p", formando un triángulo infinitamente pequeño.
Pero á medida que at, ';'; a2, p2; óí' , 7% tienden á ser
iguales, el punto A se aproxima á su límite, es decir, se
aproxima hacia la superficie S; los planos P, F,P", tien-
den á coufundirse en uno solo T tangente en A á dicha su-
perficie 5; los tres puntos p, p p", se reúnen también en
uuo solo a [fig. 27 bis), que será el polo del plano T, punto



que es el límite de los punios p, p,p"; y por último, el pla-
no QQ" [fig. 27) toma una posición límite t (fig. 27 6is).

Vemos, pues, que á cada punto A déla superficie S cor-
responde un punto a, que será el polo de su plano tangen-
te T; y el lugar geométrico de los puntos a es otra segunda
superficie s, que se llama superficie polar déla envolvente. S.

La superficie polar de una superficie dada S por relación á
nna esfera, es por lo tanto el lugar geométrico de los polos de
todos los planos tangentes á la primera S.

Niím. 84. Notemos ahora que el plano t es el límite del
QQ", el cual contenia tres puntos infinitamente próximos
p, p', p", que tendían á confundirse en uno solo a, pertene-
ciente á la superficie, de aquí resulta que este plano t es
tangente á la superficie polar s; y como el polo de / es el
punto A de la superficie S, resulta que los puntos de esta
son los polos de los planos tangentes de s, es decir, que S
es la superficie polar de s; ó de otro modo, que las superfi-
cies S y s son polares recíprocas.

Fácil seria demostrar estas proposiciones de una manera
rigorosa y analítica, pero creemos inútil para nuestro objeto
entrar en mas desarrollos.

Núm. 85. Sea A un punto de la superficie S y T el
plano tangente en dicho punto: sea asimismo a el punto de
s correspondiente al A y t ei plano tangente en a de s.

Según lo demostrado a será el polo de A y A el polo
de t: así (núm. 77) la recta Oa será perpendicular á T, y
OA perpendicular á t; además tendremos

OaXOP =r2 ; OAXop=r2

Estas relaciones geométricas y analíticas son muy nota-
bles, v de ellas haremos uso en la teoría de la luz.



Área de la elipse indicalriz

m. 86. Sea M(fig. 28) un punto de una superficie
:xa S; OM la normal de dicho punto; Ms una canü-my pequeña S;yifiel plano de la elipse indicalriz
i sabe que el área del casquete AMA' tiende á ser igual
ie la elipse, es decir,

., . área casquete A MA'limite . =1;área elipse ABA'

i sA y sB son los semi-ejes de la elipse, se tiene

área elipse ABA'=*.sA . sB;

salvas cantidades infinitamente pequeñas de orden su-

área casquete A i/A'=k.sA

ora bien

lim.
A31

5#=1 v lím
#"¿

F=Í;

tanto

área casquete AMA =r..MA MB

r último, representando por iZ y A los dos radios prin-
s de curvalura, se tiene aproximadamente

A/A*=2iZxS; MB*=2AxS;

finalmente,

área casquete A 31 A'=2«8V/ BR'



Raices de ecuaciones fraccionarias

(Cfluchy, Teoría de la luz. Memoria litografiada; agosto, 1836.)

Núm. 87. Sea la ecuación

J^¥+~^Ñ-p ="^ Mx-
—

L

la que x es la incógnita; a'.&'.c' tres cantidades esen-
ilmente positivas; y L,M,N,P cuatro cantidades cuales-
iera.

Nos proponemos demostrar que la ecuación (1) tiene sus
¡s raices reales, y aun determinarlos límites en que se ha-
n encerradas
Examinaremos á este fin dos casos.

l.er Caso. P > 0. Supongamos, para fijar las ¡deas, que
orden de magnitud de las tres cantidades L,M,N es el
íuiente:

L < M< N,

sustituvamos en vez de a? las cantidades

L+i;M
—
i;31+i;N

—
i;N+i;+<* ;

las que ies una variable infinitamente pequeña.
La sustitución a?= +oo anula los tres primeros térmi-

is, y reduce la ecuación á — P; luego tendremos:

Sustitución de a;= +oe . resultado negativo



de x, un
resultará

:I1

.ei

L
—M+i, L

—
N+i

Los tres últimos términos son cantidades finitas, y el
mero es tan grande como se quiera, puesto que ientradenominador; luego el signo del resultado dependerá «este primer término, y como es positivo, tendremos:

Sustitución de. x=L+i resultado positivo

Pongamos x=M-i y veremos como precedente
la expresión

M—L-mmmm\\\m\\=7+
M—N—i

es necesariamente negativa; así

Sustitución de x=M
—
i resultado negativo

Análogamente veremos que

Sustitución x M+i resultado positivo

Sustitución x N —
i resultado negativo

Sustitución a? N+i resultado positivo

Podremos, en resumen, formar el siguiente cuadro

Cantidades que se susti-
tuyen en vez de x L+i 31—i M+i N—iN+i

Signos del resultado.



De aquí se deduce inmediatamente que la ecuación tiene
sus tres raices reales:

una entre L+i y3I- ó bien entre L y M,

otra entre. . M+i y N ó bien entre M y N,

otra tercera entre Né oo

2.° Caso. P<0. Por un procedimiento análogo al ante-
rior tendremos:

Cantidades que se susti-
tuyen á x

—
oc L-iL+i 31—i M+i N—i

Signos del resultado.

de donde se deduce que la ecuación tiene tres raices reales

una entre —
co y L,

otra entre ... L y M,

otra tercera entre My N-

Observación importante. Parece á primera vista que las
raices reales son en mayor número, estando otras dos com-
prendidas entre M

—
iy M+i, y N

—i,N+i, ó L
—

i,
L+i, cantidades que dan resultados designos contrarios; pero
nótese que si la ecuación cambia de signo al pasar x de M

—
i

á M+i,por ejemplo, esto procede no del paso por cero, sino
del paso por infinito para el valor x==M, lo cual no sucede
en los tres intervalos de las tres raices finitas.
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