
k=Ae ,

fi Sil

St
—

M

Por último, dando á la constante A dos valores arbitra-
rios A, y A¡¡ y sumando los resultados, tendremos las inte-
grales generales del sistema (1)

Z—Aie +A2e

mm\mMA.A
Si

—
M A*. +

Si
—

M

Solo resta determinar At y A2, de manera que para t=o,

ly v\ tomen los valores a y p¡tendremos pues las ecuacio-
nes de condición

a
—

Ai+Ai

At+-77=MA>'i,
—

M

de las que se deduce

aR—$(s,— M)
Risi-sJ

{Sl M)

aB—p(s,
—

M)
B(s,-Si)

[S* M)



y como según las ecuaciones (5)

(Si
—

M)(Si
—

M)=—R\

resulta

a(s,
—

M)+$BA,=
Si

—
S2

,_ afr-JQ +Mi_

S2 Si

de suerte que las integrales que cumplen con todas las con
diciones del problema serán

a(Si— M)+$R Stt a(s2
—

M)+QR S°J+ —'- -----— e
s, —

s2 s2
—

S)

B a(í,— i/)+ p/Z
***

Si-M S,
—

Ss

R xfe-£H p*Z *2?

s2
—

M S2
—

Si

Por último, el valor de v\ puede aún trasformarse obser



puesto que s, y s2 son raices de la ecuación (4); y tendremos

a(Si
—

M)+$R Sit a(Sj—M) +$B Slt

Si
—

s2 Si
—

Si

qj""+p(s.— L) M', aB+$(Si—L) s>f
e

—
r"

——
*——^—^—

——
e

Si
—

s2 Si
—

Si

Núm. 43. Interpretación de las ecuaciones (6). Desde
luego se ve que el valor de ies el residuo total con relación
á s de la espresion

ais —M)+ $R sl

(S —
S,)ÍS

—
Si)

En efecto, tendremos que hallar primero el residuo con
relación á la raiz s, del denominador, y para ello, dando al
valor precedente la forma

a(s
—

M)+ $R st

S
—

Si

Si
—

Si

y desarrollando el numerador por la fórmula de Taylor, halla-
remos

*J^f^Bs't\ (a(s-M)+$R s
—

s,

Oi oo



será el residuo parcial con relación á la raiz.
Del mismo modo el residuo con relación á s2 será

«(«.
—

M)+ $R h.t
Si

—
Si

y por lo tanto el residuo total será

a(s
—Mj+IR st_ a(Si — 31)+ s<s

(s—Si)(s—s7) Si
—

*Si

a(s2 —i/)+ piZ *W
Si

—
Si

Dedúcese de esto, que el valor de \ puede espresarsc
abreviadamente por la notación

a(s —M)+^R sl

{s — s,)(s —St)

y del mismo modo

$(s —L)+aR st

(s
—

s^is—sT)



Todavía es posible dar forma más sencilla á estos valores
En primer lugar observaremos que

(S—S,)(s
—

Si)

no es otra cosa que el primer miembro de la ecuación (4),
es decir,

(s —L)(s—M)—R\

espresion que para simplificar representaremos por S.
En cuanto á los numeradores, observando que las ecua-

ciones (3) pueden sustituirse por estas otras

L)A RB aS,

M)B RA ps.

toda vez que S es nula para los dos valores de s, tendremos,

despejando A y B,

a (s M)+pfi,

P(S L)+aR;

de suerte que

B st

s~e

Núm. 44. Puede demostrarse directamente que las expre-
siones (7) ó (9) satisfacen á las ecuaciones diferenciales



En efecto, diferenciando los valores (9) con relación á /,

y recordando (Núm. 41) que la derivada de un residuo es el
residuo de la derivada, tendremos

nr O AS St
Da —

O
—

s~ e ; Dli\=0 -g-e ; (9')

y sustituyendo en las ecuaciones diferenciales los valores (9)
y (9')

y As
°-s -L? A b¿4

O Bs --«i"4 »¿JL

Pero el residuo de una suma de funciones que tengan el
mismo denominador es igual á la suma de los residuos, y por

otra parle, las constantes pueden pasar dentro del signo ¿/ ;
luego las dos ecuaciones precedentes pueden escribirse así
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ó bien

y aSe st

°~S~

pSe st

S

ó por último

p st
Oae

p s¿
=o

Pero estas espresiones son evidentemente nulas, puesto
que los residuos parciales con relación á sf y s2 lo son. Y
en efecto, el término del desarrollo de

st
SK a(s

—
Si) e

S
—

Sj

que tiene s
—

Si por denominador es

(Si
—

s,)e
S

—
Si

término que es nulo, como también



Dedúcese de aqui, que los valores (9) satisfacen á las ecua-
ciones diferenciales.

Además, si en los valores (7) hacemos t=o resultará

(S Si) (S
—

Si) q

a(s— M)+ $R P's
—

L)+aR
(S —Si)(s —

Si)

Pero el numerador es de primer grado y el denominador
de segundo, luego el residuo total es el coeficiente de s, es
decir

lo —
a y 7)„=p.

En resumen, las espresiones (9) cumplen con las dos con-
diciones generales que hemos indicado en el número 42, á
saber, satisfacer á las ecuaciones diferenciales y para t=o
tomar los valores a y p.

Núm. 45. Segundo ejemplo. Sean tres ecuaciones dife-
renciales lineales de primer orden, con tres funciones \, r,, K
y una variable independiente t:

Dá Ll+R-n+QK,

Dyn Rl+M-n+PK,

DX Ql+Pv+NK.

ó bien bajo forma simbólica

(A £)« flr) o?

J0*i n (O

(A N)K Ql Pr,

¿, M, N, P, Q, R

son constantes, y se trata de determinar ¡j, r, y £ en fun



cion de t, de modo: primero, que satisfagan á las ecui
diferenciales (1) ó (1'); segundo, que para l=o se
can á

"j=a ;Tj=p ; *;=y

Pudiéramos, como en el ejemplo anterior, seguir u
mo directo é interpretar con arreglo á la teoría de l
dúos la fórmula final, pero es mas sencillo acudir al ¡

método.
Sustituyendo los valores particulares

l—Aest ;T|=,8est ; <;=Cest

en las ecuaciones (1) ó (I'); tendremos las ecuaciones
dicion

L)A BB QC
31) B PC RA

N)C QA PB

que determinan inmediatamenle la iucógnita s y 1
ciones

A
'

A
'

despejando estas últimas entre las dos primeras ecu;

por ejemplo, y sustituyendo en la tercera, obtendr
ecuación de tercer grado en s



Esta ecuación no es otra cosa que la determinal
sistema (2). De ella se deducen tres valores para s, á|
s, s", s", á cada uno de los que corresponde un s

n

ii

de valores

B" C"
A'

'
A'

'
A" A"

'
A'"

'
A'"

"

para las relaciones

A
'

A
'

y por lo tanto un sistema de integrales particulares. L
de estas constituirá la integral general, y determinando
y A'" por las condiciones

t"j0=a ; T,0 =p ; t*„ =
T

quedará completamente resuelto el problema.
Representando por S la determinante (3), es claro q

ecuaciones (X) pueden escribirse bajo la forma

{s
—

L)A RB QC-- a S ;

(s-M)B PC RA=r=pS;

(s-N)C QA PB fS;

y despejando de aquí A, B y C tendremos



aS[(s-M)(s-N)-P<']¡+ps[Ris-N) +PQ']
A =

+ tS[Q(s-M) +PB]

as[(s-N)B+PQ~] +ps[(s-L)(s-N)-Q]
5=

+1s[p(s-d +qr'j

aS[0's--/) +ÜP]+ps[i>(s-Z) +Q*?]
6'=

+Ts[(s-¿)(s-d*)-^]

ó bien

A=a[(s-#)(s-JV)-/>a] + p|^(s-JV)+i>0]
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V=°[B(s-m+PQ]+P[(s-L)(s-N)-Q^
+ y[P(s -L)+Qm]\

C=«[q(s-M) +PB~] +p\¿P(s-L) + Qb]
+y[(s-L)(s-31)-R*]

Para todos estos cálculos conviene recordar las espresio-
nes generales del álgehra

K(b'c" -c'b")+lC(cb"- be") +K"(be'-cb')

ab' c" —
ac'b" +ca'b"

—
ba'c' +bc'a" —

co a

K(c'dT—dc")+K'(acr —
ca") +K'(ca' — ac)

ab'c"
—

ac'b" + cdb"
—

bdc"+be a" —
cb a

K(ab' —ba') +K'(ba"
—

ab") +K"(ab' -T-J&l')
ab' c"

—
ac'b"+cdb"

—
ba'c' +bc'a" — cb'a"

y las equivalencias

K=aS; A""=p5,- K"=yS;

a=s—L 6=—"? c=-Q

a'^
—

R b'=s—M c'=—P

a"=-Q =—
P c"=s —

N



Haciendo, para simplificar,

L)+ QRLi={s
—

M)(s P(s~

#,=(»—Z)(i Q(s M)+PR (4)

iV,=(s-¿)(s- M) R(s N)+ PQ

los valores de A,B, C podrán escribirse bajo la forma

Z.a +Ü.p+O.y;

Bia+J/.p+P.y; (4')

Q.a +PiP+iViy

Esto dicho, podemos, por analogía con el ejemplo ante-
rior, deducir que las espresiones

£ =¿^1 p Be%i; "'<=¿^- ; £-£-^ i»)

en las que A, B, C son funciones de s dadas por las fórmu-
las (4) y (4');S otra función de s determinada por la fór-

muía (3;; y en las que, por último, el signo O indica residuo

total tomado por relación á las tres raices del denominador,

cumplen con las dos condiciones precedentes expuestas, á
saber: primero, satisfacer á las ecuaciones (1); segundo, re-
ducirse para l—o á

l—a; T|=P; E;=y

En efecto , diferenciando los valores (5) con relación



á Z (•"Vwm. 41), tendremos

g-\ Dx*=0-j- ; DtK=0—¡¡-
Asesi

(5')

y sustituyendo en (1) ó (f) los valores (5) y (5') resultará

Asen y Ae8t
~L°~S~

Besi 0¿"f =o;

r» Bsest
°~s~ M¿~¿- p¿^ £("&§*

Csesi "¿-T Ql-g -p¿?£ =o;

pero el residuo de la suma es iguala la suma de los residuos;
luego tendremos

(s-DA-RB-QC
M

(s
—

M)B—PC—RA „
-o;

(s-N)C-QA-PB ¿

ó atendiendo á las ecuaciones (2')
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¿'¿f<Co ;1^=
0 i£íf?=

m

que se reducen á

£aest =o ; £pest =o ; £ycst =o

Estas últimas expresiones son idénticas, toda vez que los
residuos parciales con relación á s1( s2 y s3 son evidente-
mente nulos; y si aún quedara alguna duda, bastaría introdu-
cir como factor y divisor

S
—

Si , S
—

Si , Ó S— Sz

Queda, pues, satisfecha la primera de las condiciones ge-
nerales.

Además, haciendo Z=o en las expresiones (5), se obtiene

¿, a + g, p + Q, y
(s — s,)(s — s,.) (s —

s3 )
'

iZia+/*/,P+P)y
(S — St)(s — Si)(s — Sz)

Q.q+P.p + JV.y
(s

—
s,)(s

—
s2 )(s —

ss)

pero en el valor de \, por ejemplo, el coeficiente Z4 es de
segundo grado en s, y los R,, Qt de primero; luego el nu-



merador es un trinomio en s de segundo grado, en que el coe-
ficiente de s2 es a: y como (Núm. 39) en este caso el resi-
duo total es igual á a, resulta

5o—
'.

Análogamento probaríamos que

7io=P ; y So=y

Núm. 46. Simplificaciones. Se pueden reducir en gene-
ral á tres los seis polinomios en s,

A. Mi, N, Pi, Qt, Rt

En efecto, se tiene sucesivamente

ALi-Qi R, =[/>(«- L)+ £>i?] [(,_¿f)(s_ N)- />H

-[Q (s-M)+PB\ -N)+PQ] ;

ALi— QíRí=:P (s-L)(s—M) (s N)+QB(s-M)

(s-N)-P*(s-L)-QR(s-M)(s N)
—

PB7(s—N)

—PQi(s-M)
—

P*QB;

Pi Li-0, A P[(s -L)(s- M)(s- N)-P' (s- L)

-
Q2 (s M)

—K{s-N)—m\PQñ\ =PS;

y por último



Del mismo modo hallaríamos

QiMi-PiRi AN-QiP,=S ; S

De estas ecuaciones se deducen los valores de Li, Mt y Ni
en función de Pit Q¡ , A.

Tendremos pues .

SP+QiRi . M_SQ+JPiRi

SR +Pt Qi
Bi

y sustituyendo en las ecuaciones (5), después de haber pues-
to por A, B, C los valores (4'), resultará ;

5/>+ 0, Bi a+iZ,p+Q,y

P +Aa+PiY

SR +PiQi ,n ,p,
¿ Y+ Oí *+ AP



que simplificando se trasforman en

p SP +QíBia +Pi Bip +Pt Qt j
A (S)

SQ + QiRia + PtR^ +PiQ¡y
0.(S)

P jSJ**+Q1fla + />1JBip+/>1Q,-|
Ri(S)

"en cuyas expresiones ponemos S entre paréntesis para Indi-
car que el residuo total ha de tomarse respecto á las tres
raices s,, s2, s3 de S.

Observemos ahora:
1.° Que las partes

SP
oSt

A(S) Q*(S) R,(S)

son nulas
En efecto, Jos residuos parciales serán, por ejemplo, para

la primera espresion los resultados (Núm. 43) de sustituir en

SP SP. gSt
A(s — Si)(s

—
s.) A (s — Si)(s — ss)

I1 {$ " $2 ) [S
—

Sz )

SP



en vez de s , s,, s2 , s3 ; pero como estas son raices de S,

dichas espresiones se anularán.
De aquí se deduce, que las primeras partes de los tres re-

siduos desaparecen.
2.° Que el polinomio

OiAa+P,iZip+P,(?iy

es el mismo para las tres variables \, t\; K- Representándolo
por © tendremos

o e '

y Qest y Qe8t

l==C~PiTsT ; yi~° Qi(S)
;

Ri(S)
•

3." Que el método anterior, es decir, la reducción, de lo¡

seis polinomios á tres, caeria en defecto silas raices de S=t
anulasen á alguno de los polinomios P, ,Qt , A, puesto qu<

en este caso las espresiones

SP
A(S

—
Sí)(s—Sí)

etc.,

se presentarían bajo forma indeterminada para s=St.

Núm. 47. En resumen, los valores de "i, i\ y K son d
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® =(3.Aa+P,ZZ,p +i>I(}1y;

P(s L)+QR;

Q(s M)+PR;

R(s N)+PQ.

Los residuos son totales y se refieren á las tres raices de

S= s—L)(s
—

M) (s—N)
—

Pt(s—L)
—

Q>(s—M)

—
R*(s—N) —

ZPQR =o.

Núm. 48, Nada mas fácil que reducir los valores de %,
t\, K á la forma ordinaria.

Representando por Si , s2 , s3 las tres raices de S= o, el
valor de *• puede ponerse bajo la forma

[Q(s-M)+PR^R(s-N)+PQy+[p(s-L)+QRJ
[p(s-L)+Qr]

[R(s-N)+PQ]$+[P(s-L) +QR][Q(s-M)+PR]y
[P(s-Z)+0"Z] [(s_St)(s-s2)(s-s3)]

Representando por los subíndices st , s2 , s¡¡ los residuos



\
lQ^-M)^-PR\[R(s í-N)+PQy+[P(s l--L)-{.QR

\p (s,
—

L)+QR\ (s. — Si) (s<
—

s^

[RiSi-m+PQ^+^-^+QB] [Q(Si-M)+PR\f Slt

[P(Si-I)+Oñ] (s,
—

s2)(s,— ss)

n)+pq]*+[písí-l)+qr]\q(sí-M)+PR][R(s>
\p(Si—L)+QR^(Si—Si)(Si—s3)

[r(sí-N)+PQ\$+[p(s*-L)+QR\ [Q(s-M)+PR'\y $2t

[P(Si-L)+QR~\ (S2
—

Sf)(S2 —
Si)

[q(s3-31)+PR\\R(sí n)+pq\*+[p(s*-l)+qr]
\P (s3- L)+Qií] (ss—Sí) (Si— s7)

\R(s3-N)+PQ]n\P(s>-L)+QR\\Q(Si-M)+PR]y hi
L _J b it- —

e

Xp (Si—L)+QR\ (Sí
—

si)(s3 — s*)

El valor de \ será la suma de los tres valores preceden-



Núm. 49. Tercer ejemplo. Sean las tres ecuaciones di-
ferenciales simultáneas de segundo orden y de coeficientes
constantes,

A2ü=z*;+i^+f2¡;

D?-i\=Mt\+PK +R,

WK=NK+QÍ+Pn

ó puestas bajo forma simbólica

(D^-L)l-Rr¡-QK=o

(A8—3í)n— PK—Rl=o d')

(Dt*-N)K-Qí-Pri=o

Se trata de delermiaar \, i\, £ en función de t, de tal ma-
ñera que

Primero
ó (!').

Satisfagan estos valores á las ecuaciones (1)

Ysegundo. Que para í=o se tenga

*"o=a ; 7)0=p ; í0=y ¡So— <*' ; V=P' ; Ko=y'

Seguiremos para ello una marcha análoga á la ya expues-



ta, pero ante todo reduciremos las ecuaciones dadas á otras
de primer orden, introduciendo las variables

Z),5= 5' ; Ai=V ;AC=C ;

y resultará

D£-Ll-Br,-QX,=0;

D^'—M^-P^—Bí^o;

AS'-JV C-0*1-^=0,:

AS-5'=o;

Dt-n
—

rf—o;

A?-C =o;

Se trata ahora de determinar seis funciones de t, á saber:

5, n, C, 5', u\ C.

que satisfagan á las ecuaciones (2), y que para /=o tomen
los valores

a. P. Y, a' , p' , y'

Sustituyendo las integrales particulares

"j=Aest; Y1=5est; <;=Cest
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en el sistema (2) resultara

sA'
—

LA—RB QC =o;x

sB'—MB—PC BA

sC
—

NC—
QA PB

s A —A'=o ;

sB —B'=o;

sC-C =o;

y deberemos despejar las constantes

A, B. C, A', B', C

entre estas seis ecuaciones. Para ello sustituiremos los valo-
res de A', B', C deducidos de las tres últimas "en las tres
primeras, las cuales se convertirán en

(s*— L)A
—

RB—QC=o;

(s'—M)B—PC
—RA=o;

(s2
—

N)C —
QA

—
PB= o,\u25a0

y entre estas eliminaremos A,B, C; pero la forma de estas
ecuaciones es idéntica á las (2) del ejemplo anterior, sin más
diferencia que la de aparecer sa en vez de s; luego la deter-
minante, ó sea la ecuación en s, será



Las (3) podrán escribirse bajo la forma •?

AB QC a'S;s A' LA

sB' MB PC BA P'S;

sC NC QA PB Y S,-¡

sA aS;

sB PS;

sC ySi

y entre ellas debemos despejar

A, B, C, A', B'.

Para ello sustituyamos en las tres primeras los valores de
A',B', C deducidas de las tres últimas, y resultará

L)A BB \u25a0QC (a'+as)S;

31) B PC BA (P'+Ps)S;

N)C QA PB (y'+y«)£;

pero estas son de la misma forma que las (2') del ejemplo



anterior, sin más diferencia que la sustitución de s por sa,
y la de

a' + as; P'+P S;y'+ys á a, p, y;

de aquí resulta que sin nuevos cálculos podremos escribir

A=(a'+ a s) T(s2-i/)(s2— yV)—pl+(P'+ps) TiZ (s2— A0+

A^]+(y'+ys)[0(s2-il/)+i>/zl;

¿H«'+ a «)[^(s2-ív) + aq]+(P' + p s)b2-z)(s2-iv)

-02]+(y'+Y*)[^(*2--£)+(?íz] ;

C=(a'+as)[(3(s2 -#)+i)iz]+(p'+ps)[i>(s2 -Z)+

2 iZ2];
y haciendo en estas fórmulas

/;1~(sí*— Jí)(s2 W)— -P2; P(s2 £)+OiZ ;

üA=(s2 — Z)(s2 iV)-02; Q0*2 31)+PR; (6')

iV,=(s2 — Z)(s2 M) —R2; R(s* N)+PQ;



Z?=*Zi(a'+as) + yl/i(p-+Ps) + ¿>1(y-+ys); (7)

C=Qt(a' +as) +Pt (P'+ps) +Ni(j'+y s)

\u25a0 Sustituyendo los valores de A,5, C en las últimas ecua-
ciones (5), obtendremos

A'=/:,sa,+ (/Ms2-5)a + /Z1(sp' +s2P) +0,(sy*+s2y)

fi^Tl/iSP'+^l/iS2—5)p+JPi(sy' + s2y)+/Zi'(sa'+s2a) (7')

C^iViSy'+^.S2— 5)y+0,(sa'+s2a) +A(sp+S2p)

Es fácil ahora probar análogamente á lo hecho en los c.B
píos anteriores, que las integrales generales de las ecuaciones
propuestas son

iem-

Aest y Best Y p Ce" \

F=£i£ , y B'est r y Cest \

En efecto, sustituyendo estos valores en las ecuaciones (2)
resultará.

A'ses( Aest -«¿4* y Cest


