
EI

"valor— (Núm. 2), ambos términos se destruven, y resulla
2

cp (a?) =o
Si x<-— 1, sustituyendo a;=—z, en cuyo caso % es

esencialmente positiva, tendremos,

1 /»"sen,(2-l)
kJ 0 p

<?(x)=—

,1 p Q sen p(2-

pero las dos integrales tienen por valor—, luego los dos tér-
m-\

minos se oestruven
Así, en resumen, para valores mayores que +1 y meno-

res que —
1 la integral primitiva es nula, es decir, que re-

presenta el eje de la x.
Para valores comprendidos entre o y -f-1 ó entre o—

1

sen pjx+\) ,
p /oo senp(x —1) . ir

0
—^

luego

i+i-ícp(a?)

///. Supongamos que <p(a?) se compone de tres partes

entre
—

oo y A', siendo OA'=1 (fig. 18), cp(a?)=o.- es de-



entre A' y A, <p(a?) =

circunferencia ABA';

+\/i
—

x1 que es la ordenada de la

y desde A á +<*> cp(a?)=o, es decir, el eje de las oc

Puesto que

cp(a?) = cp(
—a?)

deberemos emplear la fórmula (16), y resultará

cp(a-)=
2 Px
irj

0

r p+ \
cospx.dpl I +V7!

—
a1 eos pada

/+oo
OX COS pa.da,+1

ó bien

cos px.dp I \J1—
a1 eos pada.

Tal es la ecuación del lugar geométrico de la figura 18

Fórmula de Fourier para funciones de dos .ó más variables
independientes

Núm. 27. Supongamos una función <p(a?, y) de dos varia-
bles independientes, sea esta función única y continua ó com-



puesta de otras vanas, es decir, que dividiendo el ph
*.-, y en polígonos A, B, C rectilíneos ó curvilíi
lo cubran por completo, la parte que se provecta so
uno pertenezca á una función distinta: por ejempl
perficie que se proyecta dentro de A, plana, la qm
yecta en B, un paraboloide, etc.

Admitiremos sin embargo, para simplificar, que
nunca pasa por infinito,y que para valores infinítame
des de a?, de y ó de ambas, es cero: ó de otro mod
superficie compleja s=cp(a?, y) tiene por plano asi:
plano de las x,y.

Esto dicho, nos proponemos espresar cp(a?, y) ei
trigonométrica. Para ello basta que consideremos ;;
f(x, y) como función de a?, y que apliquemos á est¡

la fórmula (1).
Tendremos pues

1 /*+00 p +*>
(í»• 2/)= -^— / dp I <?[a,y)cosp(x

¿7Z y —oo y —oo

Pero cp(a, t/) es función de iy, luego podremos
igualmente la fórmula de Fourier, y tendremos

1 /> -fs« p + ae

?(a-í/)=-2^J rfgj ¥.(">*£)<"<""• 9 (j*

y sustituyendo en la anterior

1 p+OC p+<X p +CX, p
~&W J _«,«/ _0CJ -^J?(«..*)=

cos p(x
—

a) eos q(y
—

¡3) dp dq da d¡3



s la fórmula de Fourier aplicada á dos variablese
. 28. Casos particulares. Pudiéramos como prece-
ente examinar varios casos, ya fuese la función cp par
r relativamente k x ó k y:para abreviar, solo exami-
>s uno de ellos.
ongamos que sea par respecto á x y á y, es decir,

cp (x,y)
—

cp (—x, y) , cp (x , y)==f(x, -y)

vez de partir de la fórmula (13) hubiéramos podido
¡e la (16), y tendríamos sucesivamente

9
oc ao—

/ cos paadp / cp (a,
y o ¿o. y)= y)C0S pada,

w. p">
cos qij.dq Icp(a ,

J o
cos

último

00 CO 00 00

\u25a0 '=4/ f f f11 y o
°

o y o y o
cp(a, P) cos p a

cos c7(3. cos px. cos qy. dp. dq. da. d¡3. (20)

¡m. 29. Ejemplo. Supongamos que entre

a;=l ; x=— 1; y —1 ; í/=
—1,

-ir, para puntos comprendidos en el rectángulo abcd (fi-



gura 19), cp(a?, y) sea igual á 1. y para los demás valores
de x, y sea nulo.

Tendremos, sustituyendo en la fórmula

<~(x, y)——
I cospxdp I i

« J o J 0
eos qydq I cosp¡3d¡3

J o

/cp(a, ¡3) eos pada
o

resultará

4 z»00 /-00 í /»!
V(x,y)=—^l cospxdp I cos qy dq \u25a0 Icosjop.dp

71 v o
' ¿o {J o

1 „<»

/ 1 XCOS pada -f / iOXCOS pa.da

+Iycos/)[3.dP I / oXcospa.da

+ / o X COS pada

ó bien

"P(«'»)= 3T

-»00
cos px dp cos qy dq



que integrando se reduce á

, 00 00
/ , 4 p p sen p. sen q cos px cos an'\u25a0?(*. y)=— / dp I do - 7 ;^^^

p.q

cuya comprobación es sencilla
Núm. 30. Es pues fácil por medio de series ó integra-

les trigonométricas expresar una función que en una parle del
plano situada en el espacio finito tiene un valor ó valores fini-
tos y que en el resto es cero.

Esta observación es de mucha importancia
Núm. 31. Generalizado sin nueva demostración el teo-

rema de Fourier para funciones de tres variables, x,y, z,
tendremos

? (a> P. y)
00

cos uix
— a) eos v(y —

¡3) eos w(z—y) (21)



Generalización del teorema de Fourier para fun
imaginarias

Núm. 32. Supongamos que la función <?(x,y
tiene constantes imaginarias , pero siendo siempre
variables independientes a?, y, z; y vamos á demo;

aun en este caso se aplica la fórmula de Fourier.
En efecto, si cp contiene constantes imaginarias

descomponer en dos partes

•Ha?, «/, 2)-fx(a?, y, 2)^-1

siendo y y y funciones de \u25a0Ay-^_____________________
tantes que entren sean

Aplicando á cada una de las funciones 4/ y y el
de Fourier, resultará

2 en que todas

+ 00

\u25a0K*.y.»=ffffff -K«.

cos u(x — a) eos v(y
—

p)cos w(z —y)

dadn d$dv dydw
2ir 2ir 2«

-j- 00

fffff *'"\u25a0O J J J O
x{«¡. y, »)=



multiplicando la segunda por •/
—

í> sumando, y observando
que las integrales están tomadas entre los mismos límites y
se refieren á las mismas variables, razón por la cual pueden
ponerse afectando á la suma, obtendremos

.-"- oo

•K*". "**'. 2)+X(*.2/- Z^-A=ffffff

(<r'(a> P, y)+x(a5, y, z)\/
—

1 ) cos «(a?
—

a)cosv(y
—

P)

, . da.du d[3 dv dy dwcos w(z
—

v~-^rym
Mr7^m\W 2 ir 2 ir

ó bien sustituyendo á

4'+xv/-i

su equivalente cp

-|- 00

¡3, Y)



cos uix
— a) eos v(y

— P)cos w(z — y)

dadu dp dv dy dtv
2 ir 2 ir 2 ir

Resulta pues que puede aplicarse el teorema de Fourier á
una función cualquiera de variables reales, aunque contenga
constantes imaginarias.

La demostración solo parte de este principio, que toda es-
presion imaginaria puede ponerse bajo la forma

f+-xV-i

Núm. 33. Otra forma del teorema de Fourier. Hemos
demostrado, que siendo f(x) una función de una variable in-
dependiente y real, que no pasa por infinito y que tiende
hacia cero para a? =—

oo y para a;=+oo, se verifica

4-oo

»"•"-!=// cp(a) COS u(x—a)du. da
—

oo

Veamos á qué será igual la integral

-}-oo

ff cp (a) sen u(x—a)du. d a

00

Es evidente que para cada valor de a,
— por ejemplo

a
—

los elementos de la integral serán dos á dos iguales y



de signo contrario; á saber, los correspondientes á +u y
—

u

a (a')sen u(x — a)dw. da ;

cp(a') sen
—

u (x— a) du. da—
—

cp (a') sen u(x — a)dw. da

luego la integral será idénticamente nula

conveniente en multiplicarla por \/ —
1

primera, y resultará :

No hay, pues, in-

v sumarla con la

'^=iJ'f cp (a)ICOS U(x — a)
—

oe

+ \f— 1 sen u (x—
a) j du.d a

ó recordando la fórmula

2./
—

1
cos z+ sen z\/ —1= e

US
-feo UÍX

—a)\J —
1

cp (a) e du. da. (22)

00

Núm. 34. Generalización de la nueva forma. Si la fun-
ción es de dos variables, o (a?, y), aplicando sucesivamente la
fórmula (21) á cada variable resultará



/y w(a; JV 7- .du.da
9 a, y)Y^ a;

2ir
'V(x,

//
+ 00

ofy d«.dp
2ir

?(a.

y sustituyendo

+°°
(«(a?-a)-l-«(2/-p)Jv/_i

«*'*>=/'/ff ?(«»¡3)
00

dw.da dir.dp
2ir 2 ir

En general

¡yUc, («;+,\u25a0(,,----;

,1*.„.*>=/f/fxx '



son cantidades reales, pero la función 9 puede contener cons-
tantes imaginarias.

Núm. 35. Para completar este punto debemos hacer una
observación análoga á las de los números anteriores.

Supongamos que x, y, 2 representan las tres coordenadas
de un punto cualquiera M del espacio, y sea 9 (a?, y, 2) una
cantidad ó magnitud que se refiera á dicho punto: por ejemplo
su densidad, ó su temperatura, ó su presión en una dirección
dada, ó si este punto está materializado por una molécula, la
distancia á que en cierto instante se halla de su posición de
equilibrio, ó la velocidad con que oscila, etc.; si suponemos
que para lodos los puntos del espacio situados dentro de una
superficie S la cantidad 9 tiene ciertos valores, y para los
punios exteriores es nula dicha cantidad 9, siempre podre-
mos espresarla por una integral séxtupla de la forma (21)
ó (22').

Pero estas integrales son, ó suma de elementos trigono-
métricos

cos u(x — a) eos v(y— P)cos w(z —y) (23)

ó de esponenciales

[M(a?-a) +í)(2/_p) +íc(3-r)]N/-l (24)

luego toda ley de valores para 9 (con las restricciones espli-
cadas) en el espacio, se puede espresar por sumas de fraccio-
nes trigonométricas ó esponenciales (23), (24).

Sustituyendo á la palabra suma te palabra superposición,
podemos decir que por superposición de términos trigonomé-
tricos ó esponenciales, aunque en número infinito, se obtienen



todas las distribuciones en el espacio de la cantidad cp, aunque
esta distribución sea discontinua, como hemos supuesto ante-riormente: es decir, aunque dentro de una superficie S, ten-
ga 9 cierto valor y sea nulo para el resto del espacio.

Estas observaciones son importantísimas para comprender
cómo todo movimiento vibratorio puede reducirse al estudio
de ondas planas.

CAPITULO II

Teoría de los residuos y aplicaciones.

Teoría de los residuos. (Briot, Essais sur la théorie malhé-
matique de la lumiére, pág. 13.)

Núm. 36. Sea /"(a;) una función que para valores de a? muy
próximos á a es finita y continua: esla función podrá desarro-
llarse por la fórmula de Taylor, dando á a? incrementos sufi-
cientemente pequeños á partir de a: es decir, que tendremos

-«)2 +
1.2

p(a+.(x-aj)
1.2... n-1 ( ; +

1.2... n

ó bien, representando para abreviar



f»(a+Kx-a))
_J - por f(x)

1.2.3... n

/•(a?)='(a)+*^ /"'(«)
1.2

(a?-a)H--

J^M-(x-a)»-> +(x
1.2... n—1

•)%(*)

Si formamos la función

F(x)= M
x

—
a

esta última para x—a será infinita, puesto que el numera-

dor es finito y el denominador es cero.
Si sustituimos por f(x) su desarrollo, no considerando en

él más que los dos primeros términos, resultará

x—
a

f{a)+(x—a)fi(x) fia)

x
—

a x-— a

y tendremos descompuesta á F(x) en dos partes: una f(x)
que no es infinita para a?=a , y otra

/(«)
x—

a

cuyo denominador es de primer grado en x



El numerador f(a) de esta fracción sencilla

/(«)

x
—

a

es lo que Cauchy llama residuo de F(x), por relación al va-
lor a, que hace infinita dicha función F(x).

Mas en general consideremos el caso

/(«*)
FJ^^m*W.mm**mmK

'
[x—aY

siendo f(x) una función finita y continua para valores de x
próximos á a, y sustituyamos por f\x) su desarrollo: resul-
tará:

f(a)+-^-(x-a) + f(«)

m 1.2

(a? — a'f a)n

fa
—

1 (a)
(*-<>)>+ +

i.g...n_i {x-a^ l+ {x—
a)'fi(x)

(x—a)n

ó bien

f(«)
, ax)

(x —
am\\m !^^r" (a?— «)»-<



La función F(x), que es infinita para x=a, se compone

de una suma de fracciones sencillas en cuyos denominadores
entra [x—a). y de una función f(x) que es finita para x=a,

y el numerador

-»-' (a)
1.2... n—1

de la fracción de primer grado es lo que Cauchy llama el

residuo de F(x) relativo á x—a, siendo a un valor que hace

infinita la función F(x).

O de otro modo, el residuo es el coeficiente déla primera
potencia de

\ (**-'))

en el desarrollo de la función dada F(x) en potencias de
esta cantidad

x—
a

solo que esta definición no es tan precisa como la anterior y
exijiría nuevas explicaciones ajenas á nuestro objeto.

Aun para la primera definición deberíamos presentar
ciertas aclaraciones importantes; pero como solo hemos de
hacer aplicación de la teoría de los residuos á las funciones
algebraicas, basta la precedente definición.



Núm. 37. Resulta de lo dicho el siguiente método para ha-
llar el residuo respecto á x=a de una función F(x), que
para este valor de la variable se hace infinita:

Primero.
el producto

Se determina una potencia n de (x—a), lal que

(x— a)» F(x)

para x—a sea una cantidad finita: este producto será f(x).
Segundo, Se desarrolla por la serie de Taylor en poten-

cias de (x—a) dicha función f(x).
Tercero. Se divide el resultado por (x—a)n, y el coefi-

ciente de

x
—

a

será el residuo que se busca.
Observación. Resulta d-e lo que precede que el residuo solo

será único y tendrá un sentido preciso cuando el desarrollo
sea único también.

Núm. 38. Sea

F{b)= •H*"*
V(x)

siendo <l»(a?) finita y continua para todos los valores finitos
de x, — por ejemplo, un polinomio, — y 9 (a?) un polino-
mio entero del grado m; es decir

9(a;)=(a?— <?)n (x—b)? (x —c)?

La función F(x) tendrá residuos respecto á cada raiz del



Para hallar, por ejemplo, el residuo relativo á a, busca-
remos una potencia de x—a tal que

<p(a?)

sea una función finita y continua para valores de x próximos á
a; pero esta potencia es precisamente la del denominador,
toda vez que

mU "1J '' (S!W^5ñ*^5'

9 (x)
(a?— b)t(x —c)i

es finita para x=a.
Resulta pues que la función que en general hemos desig-

nado por f(x), es en este caso

<±(x)
6)P(a? c)?

ó representando

6)P (x

por 9,(x)

m*(*)=
?.(a?)



la desarrollar f(x), dividir por (x—a)n, y to-
liente dec

(x— a)

análogamente el residuo de F(x) respecto á b,
a de todos estos se designa con el nombre de re-

y Cauchy lo designa por el símbolo O

¿F(x)

,o total de F[x).
Aplicación alas funciones algebraicas. Sea ty(x)
del grado m— 1 á lo más, y siempre del

(x)=Axm i+Bxm-í+ Gx+H

tp(x)=(x a)n (a?— b)f (x—c)i

por álgebra que la fracción

<Ma*)
V(x)

en fracciones sencillas de este modo



A. , Ai A 2

(a?
—

a)" '
(a? — a)n-2

A„—i

\u25a0x
—

a

B0 . Bt .
(x—b)?

+
(x—6)p^7 i"

B„-<
+\u25a0(x—a)P-2 a?

—
o

En este desarrollo ordenado por las potencias de

x—
a

'
x

—
6
'

x
—

c

es evidente que

Au
—

t, />n —
l

son los residuos relativos á a , b luego tendremos

¿iM-=An_, + /?„_,+
9 (a?)

Ahora bien, si en el desarrollo (1) damos un común de-
nominador á las fracciones del segundo miembro, este deno-
minador será precisamente

(x—da (x—b)f

y la identidad de ambos miembros exige que



sea idéntica al numerador del segundo miembro; pero el
coeficiente de a?1*1^"1 es precisamente

An_1+ fip_1+...

luego tendremos

A=An_i+ #n_1 +

y por lo tanto

9 (a?)

Así, el residuo total de una función racional en la que el
denomiuador es un polinomio del grado m, cuyo primer coe-
ficiente, es decir, el de xm, es la unidad, y el numerador es
del grado m

—
1, es igual al primer coeficiente del nume-

rador.
Corolario. Cuando el numerador es de grado inferior á

m—1, el residuo es cero.
Núm. 40. Cambio de variable. A veces conviene cambiar

la variable por relación á la cual se toman los residuos, y he
aquí cómo se procede.

Sea la función Fx, en cuyo desarrollo el término de pri-



Si sustituimos en F(x) en vez de a? una nueva espresion
a?=¿a?', se convertirá en F(kx'): y el término

x
—a kx'—ka kix —a)

representando a por ka'.
De aquí se deduce que en el desarrollo de F(kx) en po-

tencias de x'
—

a, el término de primer grado será

f * i

x
—

a

y que por lo tanto

¿rma^.

ó bien

k¿ F{kx')=A,

luego tendremos

k¿ F(x)=¿ F(x)
X X



Núm. 41. Diferenciación bajo el signo \u25a0. Supongamos
que el numerador de F contiene otra variable t, siendo
siempre el denominador un polinomio entero en a;, y sea

*K>. 0
í(a?, i) o,ix) x„ t

9 (a?) (x—a)* (x—aY

Siendo /"(a;,*) continua por relación á x para valores
próximos al valor a , tendremos,

f(x,t)=f(a,t) +L•fcüf«-.i4.£¡m;~**:
1.2

r-(*,*), ...
1.2.3

(* a) + •
f*~l(a,t) ,+ UL..,-I^'-'

+ f1(a,t)(x — a)a;

y por lo tanto

rca.o
(a;

—
a)n (a;— a)»-' r

1.2
ix—a)D-'

fa~lia,t)
1.2.3 • ("-!)

(a^^^^^^'' ' '

Diferenciando por relación á t y representando por D te



derivada, resultará

~z777L^mm\\\
Dtf(a.t)

(x—a)"-1

Dtp-l(fl. t)
1.2.3 (n

—
1) +Dtf1(a,J)

x
—

a

De este desarrollo se deduce que el residuo de DiF(x,t)

Dtf*-l(a,t)

1.2.3 (n— 1)
'

por lo tanto

/—'(«,/)
1.2 n—1

¿AF(a?, \u25a0)=-),- fD ,{aJ-\
(«-1J

luego

¿DtF[x, t)=Dt¿r-F(x,t)

De aquí resulta que los signos O y D se pueden invertir



Integración de un sistema de ecuaciones diferenciales
con una sola variable independiente.

Núm. 42. Primer ejemplo. Tomemos como prime
pío dos ecuaciones simultáneas de primer orden

D¿=L¡i+m\%,\

A*.=fl5+ü/vJ
en las que los coeficientes L,B,M son constantes, \
funciones de /, y ésta la variable independiente.

Las ecuaciones precedentes pueden escribirse sim'
mente en la forma

ÍA m Br,

(A Mh Bi\

y se trata de determinar ¡j y 7) en función de t, de moi

1." satisfagan á las ecuaciones (1) ó (i'); y 2." que par
adquiera los valores

5=«, vi=p

El método explicado en el Cálculo elemental condu
de luego á los siguientes desarrollos.

Valores particulares Iy t\

? =Aest

r,=5est

siendo A,B y s tres constantes indeterminadas.



De estas espresiones se deduce,

Dá Asesi,

D* Bsest;

y sustituyendo en (1) ó (1') por \, *| y sus derivadas estos
valores, obtendremos las ecuaciones de condición

L)A --BB

o)M)B BA

ó bien

s
—

L
s

—
M

(3')

s—L
s
—

31

La primera de las (3') es una ecuación de segundo grado
en s '

(s
—

L)is —M)—B>=o,

ó bien

s*
—

L s+LM
—o ,—

M —R1

de la cual se deducen estos dos valores



*¥-*xt (L+MY —
LM+R>;

que espresados separadamente son

L+M . / (L-MY
2

"*"
V 4

L+M (L—MY

y para cada uno de ellos podremos dar valores. arbitrarios á
la constante A por ejemplo, pero la B estará dada por la
fórmula (3')

s,
—

L _- „ A — B st
—

L
1^MA ;B*=—W-A=

s2— MA

Dedúcense de aquí dos sistemas de valores por "j y r,
Primer sistema:

stt.=Ae ,

Si
—

M

Segundo sistema


